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RESUMO

Este artigo apresenta um modelo numérico para simulagdo do processo de fissuragdo em meios parcialmente frageis. A
andlise fisicamente ndo linear se inicia empregando-se o Método dos Elementos Finitos Padrio — MEF, com o qual se
simula a degradagdo inicial do meio de forma distribuida por meio de modelos constitutivos que consideram que o meio,
apesar de degradado, permanece continuo. O estdgio limiar de nucleaco de fissuras € indicado pela singularidade do tensor
acustico, caracteristica que fornece a condig@o classica de localizacdo de deformagdes. A presenca das trincas é simulada
com método cinemadtico que incorpora as descontinuidades por meio de interpola¢des enriquecidas, com base no Método
dos Elementos Finitos Generalizados — MEFG, ao passo que a propagacdo destas trincas é também indicada pela
singularidade do tensor actstico. As for¢as de coesdo atuantes nos planos das trincas sdo simuladas ao se incorporar ao
processo de enriquecimento um modelo constitutivo discreto, que consiste na relacido entre tensdes e deslocamentos no
caminho da trinca e baseia-se no conceito de fissura coesiva. Este modelo apresenta a vantagem da ndo necessidade de
definicdo prévia da regido de nucleacdo e do caminho da trinca ou de redefinicdo da malha durante o processamento. As
implementacdes foram realizadas na plataforma INSANE — Interactive Structural ANalysis Environment.

Palavras-chave: processo de fissuragdo, degradagio distribuida, nucleag@o de fissuras, MEFG, propagacdo de trincas.

ABSTRACT

This paper presents a numerical model for simulation of cracking process in quasi-brittle medium. The physically nonlinear
analysis begins using the Standard Finite Element Method — FEM, through which the initial medium degradation is
simulated in a distributed manner employing constitutive models that consider the medium, even though degraded, remains
continuous. The threshold stage of cracks nucleation is indicated by singularity of the acoustic tensor, which provides the
classical strain localization condition. The presence of cracks is simulated through kinematic method that incorporates the
discontinuities by using enriched interpolations based on the Generalized Finite Element Method — GFEM, whereas the
cracks propagation is also indicated by singularity of the acoustic tensor. The cohesive forces acting on the crack plane are
simulated incorporating to the enrichment process a discrete constitutive model, which is the relationship between stresses
and displacements in the crack path and is based on the concept of cohesive crack. This model has the advantage of not
having to pre-set nucleation region and crack path nor having to redefine the mesh during processing. The implementations
have been performed on the INSANE — Interactive Structural ANalysis Environment platform.

Keywords: cracking process, distributed degradation, cracks nucleation, GFEM, cracks propagation.

1 - INTRODUCAO

Os materiais parcialmente frageis sdo assim classificados
por exibirem na relagdo tensdo-deformagdo um
endurecimento moderado até o limite de resisténcia a
tracdo, seguido de um ramo de amolecimento,
caracterizado pelo decréscimo gradual das tensdes
(KARIHALOO, 1995). No caso do concreto, este ramo €
devido aos mecanismos de tenacidade na zona de processo
de fratura, que, segundo Shah; Swartz; Ouyang (1995),
referem-se a presenca de microfissuras e aos obstaculos na
propagacdo das trincas.

Visando simular o comportamento de estruturas de
concreto considerando as diferentes fases de degradacdo,
propos-se um modelo numérico para andlise do processo
de fissuracdo em meios parcialmente frageis.

A partir dos conceitos das mecénicas do dano e da
fratura, processa-se a andlise em trés estigios, a saber:
degradacao distribuida, nucleag@o de fissuras e propagagdo
de trincas.

O fendmeno de degradacio distribuida € simulado por
meio de modelos constitutivos que consideram que o meio,
apesar de degradado, permanece continuo, mas que as
propriedades do material em estudo se modificam nas
regides submetidas a esforcos superiores a determinados
parametros de resisténcia. Esta abordagem permite
modelar a deteriora¢do sem a consideragdo da existéncia
de trincas discretas. A continuidade do processo de andlise,
no entanto, pode implicar num nivel de degradagcdo que
justifique a introdug¢do de trincas.

Este estdgio limiar € dito nucleacdo de fissuras e ¢
avaliado por meio de uma medida de nucleagdo. Por ser
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desejavel que tal medida seja comum a qualquer modelo
constitutivo, ou seja, que esta medida seja independente de
peculiaridades de um modelo constitutivo particular,
definiu-se como medida de nucleacdo a singularidade do
tensor acustico, uma medida que envolve as grandezas do
modelo constitutivo adotado e que, conforme Klein; Gao
(1998) e Jirasek (2007a), caracteriza a condig@o classica de
localizacdo de deformacdes.

As trincas sdo consideradas no decorrer da andlise por
meio do Método dos Elementos Finitos Generalizados —
MEFG (BABUSKA; CALOZ; OSBORN, 1994,
DUARTE; ODEN, 1995, 1996), um método numérico que
permite o enriquecimento das fung¢des de Particio da
Unidade (PU) de tal maneira que as descontinuidades
passam a ser incorporadas nas interpola¢des, embutindo-se
nos elementos os efeitos da presenga das trincas nos
campos de deslocamentos, de deformagdes e de tensdes.

As forgas de coesdo atuantes nos planos das trincas
sdo simuladas ao se incorporar ao processo de
enriquecimento um modelo constitutivo discreto, que
consiste na relacdo entre tensdes e deslocamentos no
caminho da trinca e baseia-se no conceito de fissura
coesiva, em particular no modelo de Hillerborg; Modeer;
Petersson (1976), no qual todas as deformacdes inelasticas,
que ocorrem na zona de processo de fratura, sdo
representadas em uma linha por meio das forgas coesivas
que agem na trinca.

Uma andlise com as caracteristicas descritas € dita
andlise fisicamente ndo linear, com a qual é possivel
simular o comportamento de estruturas de forma mais
realista, porém, tal andlise s6 é possivel com o uso de
recursos computacionais adequados.

O sistema computacional INSANE - [Interactive
Structural ANalysis Environment, um projeto de software
livre, implementado em linguagem Java segundo o
paradigma de Programacdo Orientada a Objetos, dispde de
diversos recursos para andlise fisicamente ndo linear e
pdde ser aperfeicoado para o modelo numérico proposto,
por ser um ambiente computacional segmentado, amigavel
a mudancas e escaldvel em complexidade.

Este artigo estd organizado em 5 secdes. Na secdo 2
apresenta-se o processo de fissura¢do segundo abordagens
das Mecanicas da Fratura e do Dano Continuo. A partir
destas abordagens, apresentam-se os métodos numéricos
que compdem o modelo proposto para simulacdo deste
processo. Na secdo 3, apresenta-se a logica computacional
do modelo, implementada no sistema INSANE. Na secdo
4, apresenta-se uma simulagdo numérica para ilustrar o
modelo numérico implementado. Finalmente, na se¢do 5,
sdo apresentadas as consideragdes finais.

2 - PROCESSO DE FISSURACAO

Segundo Jirdsek (2001), a formacdo de uma fissura € um
processo transitério de formacdo e coalescéncia de
microfissuras dentro da estrutura material. No estudo da
Mecéanica da Fratura, divide-se este processo em trés
estigios, apresentados na Figura 1 segundo a descri¢do do
comportamento cinematico da regido da fissuracao.

Figura 1 — Descricdo cinematica da zona de fissuracio
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Fonte: Jirasek (2001).

Na Figura la tem-se o estigio denominado Falha
Difusa. Neste estdgio, os campos de deslocamentos e de
deformacdes ainda sdo continuos. A localizacdo de
deformacdes ¢ manifestada por meio de uma alta
concentracdo de deformagdes em uma banda estreita, com
uma transi¢do continua a partir das deformacdes mais
baixas na regido adjacente a banda. Segundo Wolff (2010),
em termos fisicos, esta representacdo corresponde a uma
zona de processo de fratura com uma alta concentragdo de
defeitos préximos ao seu centro.

Na Figura 1b tem-se o estigio denominado
Descontinuidade Fraca. Neste estigio, a evolucdao do
processo leva a formagdo de uma regido de localizagdo de
deformacdes representada por uma banda de tamanho
pequeno, mas finita, separada do restante do corpo por
duas descontinuidades fracas, ou seja, por saltos no campo
de deformacdes. Observa-se que, apesar da mudanca
brusca de inclinagdio, o campo de deslocamentos
permanece continuo. Segundo Wolff (2010), em termos
fisicos, a banda entre as descontinuidades fracas
corresponde a uma zona de processo de fratura com uma
densidade de microfissuras quase constante.

Na Figura Ic tem-se o estigio denominado
Descontinuidade Forte. Neste estdgio, ocorre o colapso da
banda de localizacdo de deformagdes, incorporando-se
uma descontinuidade forte, ou seja, um salto no campo de
deslocamentos.  Consequentemente, o campo de
deformacdes € formado por uma parte regular, obtida pela
diferenciagdo padrdo do campo de deslocamentos, e outra
parte singular, na qual o campo de deformagdes torna-se
infinito. Segundo Wolff (2010), em termos fisicos,
descontinuidade forte corresponde a uma macrofissura
com as faces muito fechadas.

No modelo proposto, empregam-se modelos
constitutivos que tratam a degradacio de forma distribuida
para simulagdo do estdgio inicial de degradagdo e para
investigacdo do estdgio de localizagdo de deformagdes, a
partir do tensor acustico, e o MEFG para simulagcdo do
estdgio de incorporagdo de descontinuidades fortes.
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2.1 Estdgio de Degradacdo Distribuida

Para simulacdo do estigio de degradagdo distribuida,
empregam-se modelos constitutivos que consideram que o
meio, apesar de degradado, permanece continuo, mas que
as propriedades do material em estudo se modificam nas
regides submetidas a esforcos superiores a determinados
parametros de resisténcia.

Viérios sdao os modelos constitutivos propostos
segundo esta abordagem, aplicdveis a materiais
parcialmente frageis. Neste contexto, destacam-se o0s
modelos de fissuras distribuidas e os modelos de dano.

Segundo Rots (1988), os modelos de fissuras
distribuidas consideram que a regido fissurada é formada
por um conjunto de pequenas fissuras paralelas entre si.
Para tanto, representam esta regidio por meio de um
conjunto de elementos finitos com comportamento
ortotropico. Conforme Pitangueira (1998), um elemento
finito ortotrépico € definido posicionando-se o sistema
local do seu tensor constitutivo no sistema definido pelas
dire¢des perpendicular e paralela ao plano de fissuracdo e
adotando-se valores diferentes para os mddulos de
elasticidade destas direcdes. Desta forma, a rigidez dos
elementos da regido fissurada representa uma degradagdo
gradual, o que permite que os efeitos da fissuragdo sejam
reproduzidos numericamente sem a necessidade de
modificacdes na geometria ou na discretizagdo do modelo.

Conforme Pituba (1998), os modelos de dano
admitem que a perda progressiva de rigidez do material é
devida ao processo de microfissuracdo. Estes modelos sdo
classificados como escalares ou anisotropicos em fungdo
da varidvel representativa de dano ser, respectivamente, de
natureza escalar ou tensorial. Nos modelos de dano,
definem-se as varidveis de dano e suas dependéncias com
os tensores constitutivo e de flexibilidade secantes no
sentido de representar a danificagcdo. Segundo Carol; Rizzi;
Willam (2001), conceitos como tensdo e deformagdo
efetivas, equivaléncia de deformagdes, de tensdes e de
energia, sdo usados para estabelecer os sentidos fisicos dos
modelos de degradagdo do material que sdo as bases das
relacdes secantes com as varidveis de dano. Dentre as
diversas propostas para a evolucdo do dano, destacam-se as
funcdes escalares de evolugdo e as superficies limites de
dano. As fungdes de evolucdo sdo definidas em termos de
varidveis capazes de medir o estado de tensdo e/ou de
deformacdo do material, computando-se assim o estado de
degradacgdo. Dentre estas varidveis, destaca-se a medida de
deformacdo equivalente definida segundo o modelo de
dano. Em alternativa, com o dominio elastico do material
delimitado por uma superficie, escrita em termos de
parametros fisicos do meio e de medidas de tensdo e/ou de
deformacdo, o valor do dano pode ser obtido por meio de
algoritmos de retorno em termos de varidveis de dano.

No sistema INSANE, Penna (2011) desenvolveu um
arcabougo tedrico e computacional para modelos
constitutivos. Vdrios modelos cldssicos para tratar a
degradagdo do meio material foram abordados no contexto
desta estrutura e implementados neste arcabouco, com
destaque para diversos modelos de dano e os modelos de
fissuras distribuidas.

Desta forma, por meio deste arcabougo, permite-se o
emprego de variados modelos constitutivos na simulagdo
do estagio de degradagdo distribuida.

2.2 Nucleagao de Fissuras

Conforme Figura 1, a formacdo de uma fissura é um
processo transitério que pode, para fins de estudo, ser
dividido em trés estdgios: Falha Difusa, Descontinuidade
Fraca e Descontinuidade Forte.

No estdgio de Descontinuidade Fraca, tem-se a
formacdo de uma regido de localizagdo de deformacdes
delimitada por duas descontinuidades fracas. Este estdgio
antecede o estdgio de Descontinuidade Forte, no qual a
regido de localizacdo de deformagdes colapsa e forma uma
trinca discreta. Desta forma, o fendmeno de localizacdo de
deformacdes pode ser investigado para caracterizar o
estdgio limiar de nucleacdo de fissuras. Segundo Klein;
Gao (1998), de fato, este fendmeno pode ser avaliado para
indicar o surgimento de trincas. Desta forma, define-se
uma medida capaz de identificar este fendmeno,
denominada medida de nucleacao de fissuras.

Para tanto, conforme Jirdsek (2007a), parte-se da
andlise de um ponto xa da superficie Sq da descontinuidade
no inicio da perda de continuidade do campo de
deformacdes. Esta superficie divide o corpo nos
subdominios V* e V™ e tem a sua dire¢@o caracterizada por
um vetor normal unitdrio n orientado para V*, conforme
ilustrado na Figura 2.

Figura 2 — Corpo cortado por uma descontinuidade

Fonte: Jirasek (2007a).

Se o ponto x4 é abordado segundo os subdominios V*
e V-, aqueles campos que sdo descontinuos através de Sq
tendem a valores diferentes em cada um destes lados.
Segundo Jirdsek (2007a), ainda que as taxas de tensdo e de
deformacdo sejam descontinuas através de Sg, o0s
correspondentes saltos ndo sdo completamente arbitrarios.
O salto na taxa de tensdo [[6]] € restrito pela condicdo de
continuidade de tensdo, ao passo que o salto na taxa de
deformacdo [[£]] € restrito pela condicdo de continuidade
de deslocamento. Se estes tensores sio decompostos em
seus componentes no plano e fora do plano (com respeito
ao plano tangente a superficie da descontinuidade), a
condicdo de continuidade de tensdo significa que as taxas
de tensdo fora do plano devem ser continuas, ao passo que
a condi¢@o de continuidade de deslocamento implica que
as taxas de deformagdo no plano devem ser continuas,
conforme ilustrado na Figura 3. Desta forma, os saltos
podem aparecer somente nas taxas de tensdo no plano e
nas taxas de deformac@o fora do plano.
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Figura 3 — Condig¢des de continuidade
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Fonte: Jirasek (2007b).

Segundo Jirdsek (2001), as taxas de deformagdo no
plano tangente a superficie da descontinuidade devem ser
continuas, pois, no estdgio de Descontinuidade Fraca, o
campo de deslocamentos permanece continuo.

A partir da Figura 3, as condi¢des de continuidade de

tensio e de deslocamento podem ser escritas,

respectivamente, como:

n-6t=n-6" )

(61’1)+ 3 (611)_ re® on (611)_ re® .
ax) ~ \ox ¢ ax  \ox con (2)

Em que: ¢ € um tensor de primeira ordem arbitrario.

Em teoria de pequenas deformacgdes, com as
deformacdes definidas como a parte simétrica do gradiente
de deslocamento, a Equagdo 2 é facilmente reescrita em
termos das taxas de deformacdo:

P =&+ (c @ N)gim (3)

Em seguida, relacionam-se as taxas de tensdo e de
deformacdo por meio da lei constitutiva. A lei tensdo-
deformacdo na forma de taxa é normalmente escrita como:

6=D: & 4)

Em que: D € o tensor constitutivo tangente de quarta
ordem.

Substituindo-se a Equagdo 4 na condicdo de
continuidade de tensdo, Equagcdo 1, e valendo-se da
condicdo de continuidade de deslocamento, Equagdo 3,
obtém-se:

(n:Dn)-c
n-D:&+n-D:(cQn)gy, =n-D: & (5)
Ou,
n-D-n)-c=0 (6)

Para atribuir ao tensor ¢ um significado fisico mais
especifico, Jirdsek (2007a) o apresenta sob a forma:

c=ém 7

Em que: é = [|c|| é a magnitude do termo salto na Equacéo
2; m=c/|[c|| é um tensor de primeira ordem unitdrio
denominado vetor de polarizagao.

O angulo entre os vetores unitirios m e n caracteriza
o modo de falha, que vai desde a divisdo por tracdo (modo
I), com m=mn, até o deslizamento por cisalhamento
(modo II), com m perpendicular a m. A partir das
Equagdes 6 e 7 escreve-se:

m-D-n)y-em=0 (8)

Uma vez que uma descontinuidade verdadeira é
obtida somente se é # 0, a Equacdo 8 se reduz a:

n-D-n) - m=0 9)

Conforme Jirdsek (2007a), a partir da Equacdo 9, conclui-
se que, na formacdo inicial de uma descontinuidade fraca,
o tensor de segunda ordem (Equag@o 10) € singular e o
vetor de polarizacdo m € o autovetor deste tensor associado
ao autovalor zero. Esta caracteristica fornece a condig¢do
cldssica de localizacao de deformacdes, dada pela Equagdo
11:

Q=n-D-n (10)

det(Q) =0 (11)

O tensor de segunda ordem Q € denominado tensor de
localiza¢do, por vezes referido como tensor acustico.
Segundo Klein; Gao (1998) e Jirdsek (2007a), do ponto de
vista matemadtico, a singularidade do tensor acustico indica
a chamada perda de elipticidade da equagdo diferencial
governante.

O tensor acustico definido na Equacdo 10 depende do
tensor de rigidez tangente D e do vetor normal unitdrio n
da superficie da descontinuidade. Sob certas excecdes, a
rigidez tangente pode ser considerada como dependente
somente do estado corrente do material e, portanto,
conhecida. O vetor n, no entanto, ndo € conhecido de
antemdo. Portanto, a andlise de localizacdo consiste na
busca por um vetor unitdrio n para o qual o tensor acustico
se torne singular. Se tal vetor ndo existir, o campo de
deformacdes deve permanecer continuo. A singularidade
do tensor acustico para um determinado vetor n indica que
um salto no campo de deformagdes pode se desenvolver
através de uma superficie com normal n.

Conforme destacado, o fendmeno de localizacdo de
deformagdes, caracterizado pela singularidade do tensor
acustico, € investigado no modelo numérico proposto para
indicar o estdgio limiar de introdu¢@o de descontinuidades
fortes.
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2.3 Incorporacdo de Descontinuidades Fortes

Para simulagdo do estigio de incorporacdo de
descontinuidades fortes, emprega-se o MEFG.

Proposto de forma independente por Babuska; Caloz;
Osborn (1994) e Duarte; Oden (1995, 1996), o MEFG
pode ser entendido como uma variagio do MEF. O
emprego sob a denominagdo atual surge pela primeira vez
em Melenk (1995). A estratégia utilizada no MEFG
consiste em empregar as fungdes do tipo Particio da
Unidade (PU) que enriquecidas definem as fungdes de
forma. Conforme Barros (2002) e Alves (2012), a escolha
das fungdes de PU depende do tipo de problema a ser
analisado, contudo, o emprego das fungdes convencionais
do MEF como fun¢des de PU, além de facilitar a aplica¢do
do método, garante estabilidade ao problema analisado, ao
verificar diretamente as condi¢des de contorno.

Para ilustrar a estratégia deste método considera-se
uma malha convencional de elementos finitos
bidimensionais definida a partir de um conjunto de n

. n .
pontos nodais {xj}j—l’ conforme apresentado na Figura 4a.

Define-se, entdlo, a regido ou nuvem w; formada por todos
os elementos que concorrem no ponto nodal x;.

Figura 4 — Estratégia de enriquecimento

(d) ¢5i(x) = Nj(x) % Lji()
Fonte: Barros; Proenca; Barcellos (2004).

(¢) Funcdo de aproz. local Lji(x)

O conjunto das fungdes interpoladoras associadas ao
né x;, obtidas por meio do MEF, define a fungdo N;(x),
cujo suporte corresponde a regido wj, conforme Figura 4b.

No MEF, a fung@o N;(x), por si s6, define a fungdo de
forma, porém, no MEFG, esta fun¢do é uma alternativa
para compor a funcdo de PU, que enriquecida define a
fungdo de forma. Um conjunto J; de fungdes de
enriquecimento, denominadas funcdes de aproximacio
local, € composto por q; fungdes linearmente

independentes definidas para cada né x;:

VR {le(x), Lj (), ""quj(x)} = (L@, (2
Com le(x) =1

Na Figura 4c ¢ ilustrada uma funcio de aproximagado
local Lj; (x).

Ao final do processo, a funcdo de forma {q,’) ﬁ}(iz ) do
MEFG, atrelada ao né x;, é construida por meio do
enriquecimento da funcdo de PU pelos componentes do

conjunto J;, ou seja, {d)ﬁ}g ) ¢ facilmente obtida pelo
produto das fun¢des basicas que formam a PU, obtidas por
meio do MEF, e as fun¢des de enriquecimento (Equagdo
13) sem somatdrio em j.

(@), = M) x (L}, (13)

Na Figura 4d ¢ ilustrado um componente ¢j;(x) da
~ q;j

funcdo de f(.)rma {¢”}i:1' . . .
A partir desta estratégia, uma aproximacdo genérica

do campo de deslocamentos #%(x) pode ser obtida por meio
da combinagdo linear das fun¢des de forma:

) = Y M@ (14)
=1

qj
i=2

Em que: u; € o grau de liberdade nodal convencional;

{bji}‘,lj s@o os graus de liberdade nodal adicionais.
=2

Esta estratégia pode ser utilizada para simulagdo do
estigio de incorporacdo de descontinuidades fortes ao
processo, tendo em vista que esta incorporag¢do consiste em
introduzir saltos no campo de deslocamentos, o que pode
ser realizado construindo as fungdes de forma a partir de
fun¢des de enriquecimento do tipo degrau.

Neste modelo emprega-se a fungdo degrau cldssica de
Heaviside H(£), definida na forma (MOES; DOLBOW;
BELYTSCHKO, 1999; MOHAMMADI, 2008):

(L VE>O
H(f)‘{o, V<O

Em que: & é a posicdo em relagcdo a descontinuidade,
assumida em ¢ = 0.

(15)

Desta forma, adotando-se a fungdo de Heaviside como
funcdo de enriquecimento na Equacdo 14, descreve-se o
campo de deslocamentos decomposto em duas partes, uma
continua e uma descontinua (MOHAMMADI, 2008):

N
) = ) M@+ Y N@HEOb,

j=1 JEIg

(16)

Em que: [, € o conjunto dos nds enriquecidos com funcio
degrau;
b; é o pardmetro nodal adicional.

Logo, por meio desta ldgica, t€m-se embutidos os
efeitos das  descontinuidades nas  interpolacdes
enriquecidas dos elementos finitos que as contém.
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2.4 Coesao nos Planos da Trinca

Para simular as for¢as de coesdo atuantes nos planos das
trincas, incorpora-se ao processo de enriquecimento um
modelo constitutivo discreto, que consiste na relacéo entre
tensdes e deslocamentos no caminho da trinca. Para tanto,
conforme Wells; Sluys (2001), reescreve-se o campo de
deslocamentos na forma matricial e obtém-se o campo de
deformacdes por meio do cdlculo de seu gradiente:

u=Na+ HNb 17)

€ =Ba+ HBb + (6r,n)Nb (18)
Em que: N é a matriz das fungdes de forma convencionais
de MEF;

a é o vetor dos graus de liberdade nodais convencionais;

b é o vetor dos graus de liberdade nodais adicionais;

B ¢ matriz de aproximacao das deformagdes;

6y, € a fungdo delta de Dirac centralizada na trinca;

n é a matriz dos termos do vetor normal a trinca.

A funcdo delta de Dirac aparece no campo de
deformacgdes devido ao salto imposto no campo de
deslocamentos. O delta de Dirac é uma distribuicdo
matematica que consiste em uma funcio d(x) que vale zero
para qualquer X, exceto para x = 0, em que tende ao
infinito, de tal maneira que o valor total de sua integral é 1.

Na sequéncia, considera-se a equacdo dos trabalhos

virtuais desprezando-se as for¢as de corpo:

n-tdr
Ty

f Vin:0dQ = (19)
Q

Em que: Q é o volume do corpo;

[, € o contorno do corpo submetido as forgas externas;
1 sdo as variagOes admissiveis de deslocamentos;

o ¢ o campo de tensdes;

t sdo as forgas externas aplicadas em T},.

Inserindo-se na Equagdo 19 as Equagdes 17 e 18
escritas nas variagdes dos graus de liberdade (a’ e b') e
valendo-se da propriedade de integragdo do delta de Dirac:

NTtdl =

a’Tf BTgdQ + b’Tf HBTodQ + b'T
Q Q Ty

=aT| NTEdl +b7 f HNT dr (20)
T, T,

Em que: [; é a superficie da trinca;

t = (6 n)r, € atensdo coesiva atuante na trinca.

Valendo-se das relagdes constitutivas no dominio do
continuo e na descontinuidade, respectivamente:

(21)
(22)

6 =D& =D(Ba+ HBb)
t = T[itlyer, = TND

Em que: T € a matriz de rigidez tangente da relacdo tensdao
coesiva X abertura da trinca.

Separando-se, na Equagdo 20, os termos relativos a a’
e b’ na forma de um sistema de equagdes, obtém-se:

[ f BTDBdQ f HBTDBdQO ] da
) ) MR
f HBTDBdQO f H2BTDBAO + | NTTNdr|\db
|.Q Q g
fgxt f‘int
= - (23)
f;xt fli)nt

Em que: K é a matriz de rigidez;

da e db sido deslocamentos incrementais;

feXt e fE* compdem o vetor de forgas equivalentes as
forcas externas e consistem, respectivamente, nos termos
multiplicados por a’ € b’ no lado direito da Equagdo 20;
fint ¢ fi" compdem o vetor de forcas equivalentes as
tensdes internas e consistem, respectivamente, nos termos
multiplicados pora’e b’ no lado esquerdo da Equag@o 20.

Logo, por meio do sistema incremental definido na
Equacdo 23, incorpora-se ao processo de enriquecimento
um modelo constitutivo discreto, o que permite simular as
forcas de coesdo atuantes nos planos das trincas.

Na Equacdo 23, a rigidez tangente D é funcdo do
modelo constitutivo distribuido empregado na andlise, ao
passo que a rigidez tangente T ¢ funcio de uma lei coesiva.

Neste modelo emprega-se uma lei coesiva definida no
sistema local da trinca, cujos componentes normal (t,) e
tangencial (t;) sdo, conforme Wells; Sluys (2001):

(L)

ts = digie[uls

(24)

(25)

Em que: f; é aresisténcia a tragdo do material;

Gy € a energia de fratura,;

K é a mdxima abertura da trinca [u],, alcancada na andlise;
dinie € arigidez inicial da trinca ao cisalhamento;

[uls é o deslizamento tangencial relativo das faces da
trinca.

Tomando-se os diferenciais das Equacdes 24 e 25,
obtém-se a rigidez tangente T

- la)

(26)

A rigidez tangente T é empregada quando a trinca
experimenta carregamento. No caso de descarregamento, o

z

comportamento € simulado por meio da rigidez secante,
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obtida ao se dividir os componentes da lei coesiva,
Equacgdes 24 e 25, pelas correspondentes varidveis. Uma
trinca pode ainda se apresentar completamente fechada.
Neste caso, emprega-se uma rigidez suficientemente alta
na direcdio normal a trinca para evitar a interpenetragdo de
suas superficies.

Observa-se que o modelo proposto € mais adequado
para abertura de trinca em modo I predominante.

3 - LOGICA COMPUTACIONAL

Nesta se¢do resume-se a ldgica implementada no nucleo
numérico do sistema INSANE para modelagem 2D do
processo de fissuracdo, detalhada em Silva (2016).

No modelo proposto, a verificagdo do fendmeno de
nucleag@o, bem como da propagacdo de trincas, somente é
realizada em um sistema equilibrado, ou seja, na
convergéncia de um passo da andlise.

Observa-se que se permite a nucleacdo de mais de
uma trinca na andlise. Por esta razdo, estabeleceu-se uma
medida comum para nucleacdo de fissuras e para
propagacdo das trincas, que consiste na singularidade do
tensor acustico, discutida na subsecdo 2.2. Medidas
diferentes poderiam resultar na nucleacdo de uma trinca
em um elemento, no qual se deveria ter a propagacdo de
uma trinca ja existente. Por esta mesma razio, primeiro se
verifica a propagacdo das trincas existentes e,
posteriormente, a nucleacdo de fissuras.

Na andlise, os segmentos da trinca sio inseridos como
linhas retas de aresta a aresta do elemento. Conforme
Wolff (2010), uma vez que, no contexto tedrico de fissura
coesiva, a energia total de fratura € dissipada com a
separacdo entre as superficies da fissura e ndo com a
criacdo destas superficies, o resultado numérico do método
aqui descrito ndo € particularmente sensivel a quando
exatamente uma trinca € estendida, ou mesmo ao valor do
comprimento desta extensao.

Na convergéncia de um passo da andlise, verifica-se a
propagacgdo de trinca por trinca do modelo, bem como o
fendmeno de nucleacdo em elemento por elemento da
malha, com exce¢do daqueles ja cortados por uma ou mais
trincas. Ressalta-se que ¢ facultada ao usudrio a restricdo
da andlise a uma tnica trinca.

Em fun¢do do tamanho do passo da andlise ndo linear
e do refinamento da malha, é possivel que o sistema
equilibrado resulte na introdu¢do de uma trinca em uma
fila de elementos simultaneamente, ao invés de em
somente um elemento. Desta forma, o elemento em que se
identifica o fendmeno de nucleag¢do pode na verdade fazer
parte de uma fila de elementos nucleados, ndo sendo o
unico no qual a trinca devera ser introduzida neste instante.
Desta forma, se inicia pela busca desta fila de elementos
nucleados, da qual se assume como o elemento inicial
aquele que apresentar a maior deformagao principal.

Esta légica evita que a andlise seja dependente do
primeiro elemento identificado pertencente a uma fila de
elementos nucleados.

Nos elementos identificados na nuclea¢do, bem como
naqueles que indicam propagacdo, introduz-se segmentos
da trinca. Para tanto, constréi-se o segmento determinando

sua direcdo, dispondo pontos de integragcdo ao longo de seu
comprimento para armazenamento dos parametros do
modelo constitutivo discreto, discutido na subsecdo 2.4, e
determinando e enriquecendo os nds do elemento
necessdrios para sua simulagdo, conforme subsegdo 2.3.

Na Figura 6 é apresentado o fluxograma do processo
de nucleagdo e propagacdo de trincas implementado.

4 - SIMULACAO NUMERICA

Winkler; Hofstetter; Lehar (2004) realizaram ensaios
experimentais em painéis de concreto em forma de “L”,
como ilustrado na Figura 5, e simula¢des numéricas com
um modelo constitutivo de fissuracdo distribuida
formulado nas bases da teoria da plasticidade. Este painel é
aqui modelado em estado plano de tensdo adotando-se 3
malhas de elementos finitos triangulares de trés nds T3:
uma malha grosseira, com 182 elementos com dimensio
média de 50 mm; uma intermediaria, com 362 elementos
com dimensido média de 35 mm; e uma refinada, com 636
elementos com dimensao média de 25 mm.

Figura 5 — Configuragdo
ponto de 500,0
deslocamento —
vertical maximo

Y
<
=1
&t
T =]
! =
bt
=Y q =28 N/mm
z espessura: 100
o
medidas em mm

250,0

Fonte: Winkler; Hofstetter; Lehar (2004).

Na analise, adotou-se o modelo constitutivo de dano
volumétrico proposto por Penna (2011), com os seguintes
parametros do material: Médulo de elasticidade eldstico Eo
= 25.850,0 N/mm? e coeficiente de Poisson v = 0,18. Para
acompanhamento da evolucdo do dano, adotaram-se leis
polinomiais para tragdo e compressdo, definidas em Penna
(2011). A lei de evolugdo de dano para tragdo é descrita
pelos seguintes pardmetros: Limite de resisténcia
equivalente f. = 1,43 N/mm? valor da deformacéo
equivalente a partir do qual o processo de dano se inicia Ko
= 0,000215 e médulo de elasticidade equivalente E =
13.463,0 N/mm?, ao passo que, para compressdo: fo = 16,0
N/mm?, 1o = 0,0022 e E = 13.463,0 N/mm?. Os parimetros
do modelo constitutivo discreto, por sua vez, sdo
determinados pelo nicleo numérico a partir dos parametros
do material e do estado corrente do meio no estigio de
introdugdo da trinca. Para solu¢cdo do modelo, empregou-se
o método de controle direto de deslocamento, com
incremento de 0,01 mm do deslocamento vertical maximo,
tolerancia para erro do residuo de forgas de 1 - 103 e carga
de referéncia q = 28,0 N/mm.
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Figura 6 — Fluxograma do processo de nucleacéo e propagagao de trincas
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Nas Figuras 7 e 8 s@o apresentadas, respectivamente,
a deformada, com fator de escala igual a 100, e o padrio de
evolucdo do dano por tragdo ao longo do dominio, obtidos
com a malha refinada, nos passos 9 (19,6 N/mm), 10 (21,3
N/mm), 25 (14,3 N/mm) e 200 (3,4 N/mm).

Figura 7 — Deformada

Passo 9 (19.6 N/mm) Passo 10 (21.3 N/mm)

Passo 25 (14,3 N/mm)

Passo 200 (3.4 N/mm)

Figura 8 — Isofaixas de evolugéo do dano por tragédo

0 +0.081829 +0.163658 +0.245487 +0.317087 0
[ ee—— ]
Value: D_1

Min.: 0

Max.: +0.317087

Passo 9 (19,6 N/mm)

+0.136574 +0.273148 +0.409722 +0.529224
[ Coaaaesssssssees |
Yalue: D_1

Min.: 0

Max.: +0.529224
Passo 10 (21,3 N/mm)

0 +0.258065 +0.516129 +0.7741594  +1 0 +0.258065 +0.516129 +0.774194  +1
T

Yalue: D_1 Value: D 1

Min.: 0 Mirn:0

Max.: +1 Max: +1

Passo 25 (14.3 N/mm) Passo 200 (3,4 N/mm)

Nas Figuras 7 e 8 sdo destacados o salto no campo de
deslocamentos provocado pela presenca da trinca e o
caminho da trinca ao longo da regido de maior danificacao.
O padrio de dano observado é similar aquele obtido por
Winkler; Hofstetter; Lehar (2004), ilustrado na Figura 9.

Figura 9 — Padrao de dano observado

(a) Experimental (b) Numérico

Fonte: Winkler; Hofstetter; Lehar (2004).

Na Figura 10 sdo apresentadas as trajetérias de
equilibrio do ponto de deslocamento vertical maximo,
comparando-as com os resultados de Winkler; Hofstetter;
Lehar (2004).

Figura 10 — Trajetérias de equilibrio

Winkler et al. (2004) - Experimental
=== Winkler et al. (2004) - Numérico 1
..... Winkler et al. (2004) - Numérico 2

INSANE

INSANE
m— [NSANE - 636 Eleme

0 []:{ 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Deslocamento (mm)

Observa-se que as trajetérias de equilibrio obtidas
apresentam diferencas significativas entre si tanto no limite
de carga, quanto no regime poés-critico. Isto se justifica
pela forte dependéncia de malha do modelo, no qual o
tamanho do elemento influi, por exemplo, na identificacio
do fendmeno de localizacio de deformacgdes e no
comprimento dos segmentos da trinca. Esta dependéncia é
menos pronunciada com o refinamento da malha.

Os comportamentos obtidos com as malhas
intermedidria e refinada se assemelham ao observado nos
experimentos, porém, a refinada resultou em um
comportamento mais fragil que o experimento no intervalo
de deslocamentos de 0,15 mm a 0,4 mm, o que pode ser
justificado por uma estimativa da coesdo aquém dos
mecanismos de tenacidade a fratura, ndo observada com as
malhas grosseira e intermedidria pela introducdo tardia dos
segmentos da trinca, fun¢do do tamanho dos elementos.

Em relacdo aos resultados numéricos de Winkler;
Hofstetter; Lehar (2004), observa-se que o comportamento
obtido com a malha refinada se assemelha ao do modelo
numérico 2, no que diz respeito a obtencdo do limite de
carga e ao regime pos-critico até o deslocamento igual a
0,25 mm. A partir deste deslocamento, o comportamento
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obtido passa a se apresentar mais dictil que o modelo
numérico 2, semelhante ao modelo numérico 1.

Na Figura 11 é apresentado o nimero de iteragdes
versus passo de carga, da andlise com a malha refinada.
Observa-se que alguns passos necessitaram de um alto
nimero de iteragdes, recorrente no modelo proposto
devido a perturbacdo do sistema com a introducdo de
novos graus de liberdade e rigidez, associados ao segmento
de trinca incipiente. No entanto, apesar desta alta demanda
de iteracdes por alguns passos, verifica-se que o tensor
constitutivo do modelo de dano € consistente, observado
pela taxa de convergéncia quadratica do erro do residuo de
forcas, ilustrado na Tabela 1 para os passos 10, 25 e 200.

Figura 11 — Passo de Carga versus Niumero de Iteracoes
22

(3]
(=)

—
N A~ N
! ! ! ! !

Numero de Iteracdes
—_
S

1 23 45 67 89 111 133 155 177 199

Passo de Carga

Tabela 1 — Erro do Residuo de Forcas versus Iteracio
Erro do Residuo de Forcas

Iteragao Passo 10 Passo 25 Passo 200
1 1,873E+00 1,742E+00 1,847E-01
2 2,920E-01 1,222E+00 4,657E-03
3 2,855E-02 1,841E-01 1,924E-04
4 4,730E-04 5,988E-03
5 1,504E-04

Em relacdio ao custo computacional, a andlise com a
malha refinada demandou 19.316,875 segundos para ser
processada, em uma méaquina com processador Intel®
Corel™2Duo CPU T5800 @ 2.00GHz 798MHz, 1,99 GB
de RAM.

CONSIDERACOES FINAIS

O modelo numérico implementado combina modelos de
degradagdo distribuida com modelos baseados em fungdes
interpoladoras com descontinuidades embutidas por meio
do MEFG, bem como o MEFG com o modelo fisico de
fissura coesiva, a partir de leis tensdo-abertura
representativas das forcas de coesdo atuantes nos planos
das trincas.

Tais combinagdes sdo monitoradas por uma medida
de localiza¢do de deformagdes baseada na singularidade do
tensor acustico. Por ser independente do modelo
constitutivo distribuido adotado, esta medida de nucleagdo
resguarda a generalidade do modelo.

Os recursos implementados permitem uma
aproximacdo com boa precisdo da resposta do processo de

fissuracdo, com capacidade de modelar trincas discretas
que atravessam a malha de forma independente de sua
geometria e topologia. A geometria da trinca, formada por
segmentos retos, permite a propagacdo de trincas curvas ou
retilineas.

Os resultados numéricos apresentados neste artigo
permitem concluir que o modelo implementado apresenta
concordancia com os modelos experimentais. Este modelo
tem como principal vantagem a ndo necessidade de
definicdo prévia da regido de nuclea¢do e do caminho da
trinca ou de redefinicao da malha durante o processamento.
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