@ Ciéncia & Engenharia (Science & Engineering Journal) ISSN 1983-4071

25(1): 79 — 89, jan. — jun. 2016

ESTUDO DA CONVERGENCIA DO METODO DOS AUTOMATOS CELULARES
EM PROBLEMAS DA MECANICA DAS ESTRUTURAS COM O USO DO
METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

CONVERGENCE STUDY OF THE CELLULAR AUTOMATA TECHNIQUE APPLIED TO STRUCTURAL
MECHANICS PROBLEMS WITH THE USE OF THE FINITE ELEMENT METHOD

Eduardo Nobre Lages!, Adeildo Soares Ramos Jinior?, Tiago Peixoto da Silva Lobo?, Rodrigo Vieira
Cavalcanti®
Universidade Federal de Alagoas, Centro de Tecnologia, Maceid, AL.
"Doutor em Engenharia Civil, Estruturas. E-mail: enl@lccv.ufal.br
2Doutor em Engenharia Civil, Estruturas. E-mail: adramos @Iccv.ufal.br
3Mestre em Fisica. E-mail: tiago.lobo@gmail.com
“Engenheiro de Petréleo. E-mail: rodrigo-wo @hotmail.com.

RESUMO

Problemas da mecanica estrutural e dos sélidos podem apresentar comportamentos globais complexos e muitas vezes sem
solugdo analitica. Métodos numéricos, a exemplo do Método dos Elementos Finitos (MEF), mostram-se como ferramentas
tradicionais para estudo desses sistemas. O Autdmato Celular (AC) é um modelo que se baseia na ideia de que o
comportamento macroscopico de um sistema pode ser reproduzido por conjuntos menores com simples regras locais. Uma
vez que essa abordagem parte de uma microescala para uma macroescala, esta técnica permite o estudo de efeitos
microscopicos em objetos macroscopicos de maneira natural. Este trabalho estuda a convergéncia e o desempenho de uma
técnica hibrida de AC com MEF a partir do desenvolvimento de um médulo computacional capaz de simular problemas de
mecanica estrutural. Quatro estratégias de atualizagdes sdo estudadas, avaliadas quanto a convergéncia e comparadas, com
diferentes ordenagdes e graus de discretizag@o.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos, Autdmato Celular, mecanica dos sélidos e estrutural.

ABSTRACT
Structural and solid mechanics problems can show complex global behavior and, in many cases, without an analytical
solution. Numerical methods, such as the Finite Element Method (FEM), are traditionally used to study these systems. The
Cellular Automata (CA) is a model based on the idea that the microscopic behavior of a system can be reproduced by smaller
systems with simpler local rules. As this approach goes from a microscale to a macroscale, this technique enables the study
of microscopic effects in macroscopic objects in a natural way. This paper studies the convergence of a hybrid technique of
CA and FEM by developing a computational module capable of simulating solid- and structural-mechanics problems. Four

update schemes are studied, evaluating the convergence, with different ordinations and degrees of discretization.
Keywords: Finite Elements Methods, Cellular Automata, solid and structural mechanics.

1 - INTRODUCAO

O estudo dos Autdomatos Celulares (AC) tem atraido um
grande interesse nos Ultimos anos devido a sua capacidade
de gerar um amplo espectro de padrdes comportamentais a
partir de conjuntos relativamente simples de regras. Os
Automatos Celulares permitem resolver problemas que
possuem uma complexidade alta de forma natural. Com o
rapido desenvolvimento de técnicas computacionais, o0 AC
tem sido amplamente utilizado em diversas dreas, como:
mecanica dos sélidos (TATTING; GURDAL, 2000; FENG;
PAN; ZHOU, 2006; PAN; FENG; HUDSON, 2009),
mecénica dos fluidos (WOLFRAM, 1986), proliferacdo de
células  cancerigenas (MALLET; PILLIS, 2006;
MARTINS, 2010), modelos de crescimento urbano
(IRWIN; GEOGHEGAN, 2001), redes neurais (COPELLI
etal., 2002), espalhamento de epidemias (MELOTTI, 2009)
e formagdo de padrdes espaciais (SUZUDO, 2004). Ao se
trabalhar em conjunto com outros métodos numéricos, 0s
autOmatos celulares sdo amplamente utilizados para

resolugdo de problemas de mecanica estrutural e dos sélidos
(PSAKHIE et al., 2001; FENG; PAN; ZHOU, 2006; PAN;
FENG; HUDSON, 2009; SILVA et al., 2009).

Os métodos tradicionais, tanto de andlise e projeto
estrutural quanto de andlise de falhas, sdo normalmente
baseados no Método dos Elementos Finitos (MEF).
Enquanto essa abordagem funciona bem para a maioria dos
casos, ela tende a ndo escalar bem quando paralelizada para
simulag¢do de problemas mais complexos (SLOTTA et al.,
2002). Alguns trabalhos (GURDAL; TATTING, 2000;
TATTING; GURDAL, 2000; SLOTTA et al., 2002; SILVA
et al., 2009) utilizam um método hibrido entre autdomatos
celulares e MEF para contornar essa dificuldade. Estes
trabalhos mostram que, a depender do tipo de autdmato
celular escolhido, as analises assemelham-se aos métodos
de solucdo iterativa de Gauss-Seidel e Gauss-Jacobi
(RUGGIERO; LOPES, 2008).

O método de solucdo de sistemas lineares de Gauss-
Seidel é um método iterativo em que a ordem de solucdo das
equagdes afeta a quantidade de iteracdes necessdrias para
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convergéncia do sistema linear (RUGGIERO; LOPES,
2008), o que leva a crer que modelos de automato celular
que se assemelhem a ele herdem a mesma caracteristica.
Neste artigo é apresentado um modelo hibrido entre
autdmatos celulares e elementos finitos de barra com quatro
estratégias de atualiza¢do do autdmato celular. Além disso,
¢ analisada a convergéncia do método proposto ao se mudar
a ordem de solugdo das células do autdmato para as
diferentes estratégias de atualizag@o.

2 - MODELO TEORICO

Nesta secdo sdo expostas as ideias do modelo tedrico dos
métodos usados neste trabalho: Autdmato Celular e Método
dos Elementos Finitos.

2.1 Automato Celular

A histéria do Autdmato Celular (AC) teve inicio em meados
dos anos 1940 (KIER; SEYBOLD; CHENG, 2005;
SCHIFF, 2008), quando a teoria dos autdmatos celulares foi
introduzida por Ulam e Von Neumann para fornecer um
modelo que, por meio de simples regras, pudesse imitar
complicados fendmenos naturais e artificiais para estudar
processos de crescimento e autorreplicacdo (ULAM, 1952;
VON NEUMANN, 1966). Nas décadas seguintes, os AC
foram introduzidos e reutilizados para outros tipos de
idealiza¢des, como no estudo do funcionamento dos
musculos cardiacos (WIENER; ROSENBLUETH, 1946),
sistemas quimicos ndo lineares que envolvem uma rede de
reacdes acopladas com difusdio espacial (GREENBERG;
HASTINGS, 1978), mecanica estatistica (WOLFRAM,
1983) e simulacdo de problemas da hidrodindmica
(SALEM; WOLFRAM, 1985).

No inicio da década de 1980 houve uma grande
evolucdo no estudo do AC, devido a uma série de
publicagdes do fisico Stephen Wolfram (SCHIFF, 2008),
em que foi realizado um estudo massivo sobre
comportamento dos autdmatos celulares que os colocou em
evidéncia com os seus resultados e produziu algumas das
imagens que hoje se tornaram fcones no campo. Além disso,
ele foi responsdvel pela taxonomia de AC unidimensionais.
Em Wolfram (2002) é mostrado um estudo de sistemas
gerais simulados com automatos celulares em que a
complexidade do seu comportamento, induzida por regras
elementares bastante simples, levou a presumir que
mecanismos similares poderiam esclarecer fendmenos
fisicos complexos, e tem aplicabilidade em vérios campos
da ciéncia, como fratura em sdélidos, termodindmica,
processadores de computador, turbuléncia de fluidos e
criptografia.

Os Autdmatos Celulares sdo idealizacdes matematicas
que podem ser usadas para a representa¢do de sistemas
fisicos nos quais o espago e o tempo sdo valores discretos, e
as quantidades fisicas assumem uma quantidade finita de
valores discretos (WOLFRAM, 1983). E uma técnica que se
baseia na ideia de que o comportamento global de um
sistema pode ser reproduzido por conjuntos menores
chamados de células, com simples regras locais, que, ao
atuarem juntas, reproduzem o comportamento global

(WOLFRAM, 1984) em funcdo de uma colecdo de
condi¢des pré-definidas (GREMONINI; VICENTINI,
2008). Em outras palavras, o objetivo ndo é descrever um
sistema complexo com equagdes complexas, mas deixar a
complexidade emergir pela interacdo de individuos mais
simples (MELOTTTI, 20009).

Segundo Wolfram (1983), um automato celular
consiste em uma grade regular uniforme (grid ou uniform
lattice), usualmente infinita em sua extensdo, com uma
varidvel discreta em cada localidade chamada de célula. O
estado de um automato celular € completamente
especificado pelos valores das varidveis em cada célula. Um
AC evolui em passos de iteracdo ou de tempo discreto, em
que cada passo de iteracdo consiste na atualizacdo dos
estados de todas as células de acordo com os estados de suas
vizinhas. A vizinhanga de uma célula é, normalmente,
formada pela prépria célula e todas as demais células
localizadas nas suas adjacéncias imediatas. A atualizacdo
das varidveis em cada célula pode ser feita tanto
simultaneamente quanto instantaneamente, a partir dos
valores das varidveis da sua vizinhang¢a no passo precedente
e de acordo com um conjunto predefinido de regras locais.
A atualizacdo simultinea consiste na resolugdo de todas as
células no passo de iteracdo t, na qual a atualizagdo dos
estados s6 ocorre ao final do passo de iteragdo. No contexto
de resolucdo de sistemas lineares, essa atualizagdo
corresponde ao método de solugdo iterativa de Gauss-Jacobi
(SLOTTA et al., 2002). Quando as atualizag¢des das células
ocorrem ao final da resolucdo de cada uma, chamam-se de
instantaneas, equivalente ao método de solucdo de sistemas
lineares de Gauss-Seidel (SLOTTA et al., 2002).

Na andlise e projeto estrutural na mecanica dos
s6lidos, a inten¢do € descrever um equilibrio esttico de uma
estrutura de acordo com um sistema de forcas que atuam
sobre ele (SLOTTA et al., 2002), contudo, sabe-se que o0 AC
¢ um método discreto no espaco e no tempo. Neste trabalho,
o tempo ndo ¢ simulado, e cada passo de iteragdo do AC é
usado para propagar as tensdes (locais) e as deformagdes por
meio de uma estrutura que lhe permita atingir o estado de
equilibrio ao determinar simultaneamente a forma e/ou
dimensdes das células associadas com o estado de
equilibrio. Deste modo, os passos de iteragdo sdo repetidos
até que o todo o sistema convirja para um estado global no
qual ndo h4d nenhuma alteracdo significativa na estrutura
para cada iteracdo subsequente, que corresponde a um
estado de equilibrio estatico.

Um AC pode ser caracterizado por quatro fatores
principais: geometria (ou grade) do meio base no qual estio
as células, regras locais de transi¢do, estados e vizinhanca
da célula (SARKAR, 2000). A geometria do AC ¢
caracterizada por sua dimensdo espacial, a forma de cada
célula e como estas estdo distribuidas (GREMONINI;
VICENTINI, 2008). As regras locais de transicdo sdo
fungdes que atualizam o estado de uma célula qualquer
baseado nos estados dela propria e da sua vizinhanca. As
células de um AC assumem a cada passo um estado
especifico existente em um conjunto finito de possibilidades
de estados, apesar de que Ostrov e Rucker (1996) usam
estados continuos para descrever autdomatos celulares. No
ponto de vista tedrico, os estados das células do modelo
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usados neste artigo t€m estados continuos, uma vez que elas
podem assumir qualquer valor. Os dois principais tipos de
vizinhanga usualmente utilizados nos AC sdo as que levam
em consideragdo as quatro e oito células adjacentes que se
encontram em um grid (Figura 1), conhecidas como
vizinhanga de Von Neumann e de Moore, respectivamente
(TATTING; GURDAL, 2000). Neste artigo, ndo se tem um
grid pré-definido no qual as células serdo localizadas, elas
podem estar em qualquer lugar no plano e suas vizinhangas
sd0 determinadas de acordo com conectividades que sdo
pré-definidas pelo modelo.

Figura 1 — Células vizinhas: (a) vizinhanca em 1-D, (b)
vizinhanca de Von Neumann 2-D e (c) vizinhanga de Moore 2-D

o0—0—O0

(a) (b) (©

Uma das caracteristicas fundamentais de autdomatos
celulares, que os tornam ferramentas computacionais de
grande utilidade para os grandes sistemas, € o seu
paralelismo inerente (SLOTTA et al., 2002), ou seja, as
células evoluem instantaneamente ou simultaneamente e a
atualizacdo dos estados das células sdo autdnomas e
independentes. Além disso, o AC tem a caracteristica de
localidade, pois a atualizacdo do estado da célula depende
somente do seu estado atual e do estado atual das células
vizinhas (SLOTTA et al, 2002) e de homogeneidade,
porque as regras valem para todas as células.

Diversos trabalhos aplicaram o modelo de Autdomatos
Celulares na resolucio de problemas de mecanica estrutural
e dos sdlidos: Kita e Toyota (2000) e Hajela e Kim (2001)
aplicaram AC para projetar estruturas eldsticas em que as
regras de atualizacdo foram implementadas na fase de
projeto, enquanto as técnicas tradicionais com MEF foram
utilizadas na andlise das estruturas. Giirdal e Tatting (2000)
introduziram um novo esquema com AC em que a andlise e
projeto de estruturas de trelicas sdo atualizadas ao mesmo
tempo e mostrou que o esquema proposto é totalmente capaz
de fazer uma modelagem linear e ndo linear dessas
estruturas, e pode se estender a aplicacdo de otimizagdo
estrutural. Li, Feng e Zhou (2004) usaram a estrutura do
modelo de AC para simular o processo de falha de rochas
heterogéneas e do mecanismo de interacdo de fissuras. A
metodologia do AC usada neste artigo baseia-se nos
trabalhos de Slotta et al. (2002) e Feng, Pan e Zhou (2006).

2.2 Método dos Elementos Finitos

Neste trabalho sdo assumidas como unidades bésicas do
problema barras eldsticas lineares, em regime de pequenos
deslocamentos, rotacdes e deformagdes, perfeitamente
articuladas nas extremidades. Estas barras sdo associadas a
dois tipos bésicos de entidades: nds e elementos (Figura 2).
Nestes elementos de barras reduz-se o problema ao estudo
das forgas axiais, no qual o comportamento de um elemento

z

de barra é similar ao de molas elésticas lineares (FISH;
BELYTSCHKO, 2009).

Figura 2 — Entidades bésicas (nds e elemento) de uma barra com
os respectivos sistemas de coordenadas (forgas e deslocamentos)
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A formulagdo do Método dos Elementos Finitos
apresentada neste trabalho baseia-se nas ideias expostas por
Fish e Belytschko (2009) e por Ramos Jdnior e Vieira
(2000). Uma vez que os elementos de barras apresentam
comportamentos similares aos das molas, é possivel
descrever a relagdo entre as for¢as nodais (f¢) e os
deslocamentos nodais (u®) correspondentes de um elemento
e (Figura 2) por meio da Equacgdo (1) de equilibrio.

ke- u® =f* (1)
Em que: as forcas nodais sdo relacionadas com os

deslocamentos nodais por meio da matriz de rigidez do
elemento (k¢), conforme Equagdo (2).

. e c® cs —c? —cs
ke—A B es 2 —es —s? 2
- e 2 2 2)
l —c —Cs c csS
—cs —s? cs s?

Em que: E° representa o médulo de Young ou de
elasticidade longitudinal do material do elemento e, A® a
drea da se¢@o transversal, e [ 0o comprimento indeformado
do elemento. Ainda na Equag@o 2, c e s representam cos 6°
e sin 0¢, respectivamente.

As matrizes e os vetores de todos os elementos que
compdem um modelo estrutural sdo organizados em um
sistema de equagdes lineares tnico, representativo do
equilibrio global da estrutura, na forma da Equacdo (3).

f=K-u 3)

Em que: f € o vetor global de forgas nodais do sistema, u é
o vetor global de deslocamentos nodais do sistema e K € a
matriz global de rigidez da estrutura.

Comumente, o sistema de equagdes em pauta é
resolvido via algum método cldssico direto, a exemplo do
método da elimina¢do de Gauss (RUGGIERO; LOPES,
2008). E importante salientar que, em cada direcio do
sistema de referéncia do n6, ou a for¢a externa ou o
deslocamento € conhecido, sendo a outra informagdo uma
incégnita do sistema.

3 — INTEGRACAO DOS METODOS E TECNICAS DE
ATUALIZACOES

Como mencionado, o AC é composto de uma estrutura
(geometria do meio base no qual estdo as células), regras
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locais de transicao, estados e vizinhanga da célula. Portanto,
faz-se necessdrio definir esses componentes antes de
prosseguir a andlise. Como componente basico e unidade
minima do problema, define-se uma célula como o conjunto
de todos os elementos finitos de barra ligados a um né n; que
tenha ao menos um grau de liberdade livre (FENG; PAN;
ZHOU, 2006), na qual todos os demais nds nj.;,
pertencentes a esta célula, sdo considerados apoiados
durante a resolucdo da célula (SLOTTA et al, 2002),
conforme pode ser observado na Figura 3. A vizinhanca da
célula em questdo € formada por todos os outros nds n;.; €
barras que a formam.

Figura 3 — Modelo de trelica e as células associadas

Célula doné 3

1 3
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O formato da célula reflete diretamente a dimensao do
problema a ser estudado (FENG; PAN; ZHOU, 2006).
Neste trabalho, apresenta-se a técnica de autdmatos
celulares para a solucio de arranjos estruturais planos com
elementos de barras retas perfeitamente articuladas nas
extremidades, assim as células podem adquirir formatos
diversos dependentes da topologia da estrutura. A Figura 4
mostra alguns formatos das células 1-D e 2-D: linear,
retangular e triangular.

No problema estrutural plano em pauta, o estado ¢,
de uma célula C, pode ser escrito como uma lista das
varidveis que representam o sistema fisico discreto. Desta
forma, deslocamentos, propriedades materiais e forgas estdo
definidas para cada célula, como na Equacdo (4).

e ={E.A B {fu £}, (w0} ).

Em que: subindices i e n indicam varidveis que pertencem
ao elemento i e ao nd n, respectivamente.

Cada célula € resolvida individualmente pelo uso do
MEF, de modo que a regra de transi¢do local é a Equagdo
(3) de equilibrio, e esta é fungdo da vizinhanga da célula.
Durante os passos, a informagdo da evolugdo da célula é
passada para as outras de acordo com uma regra de
atualizacdo pré-definida e os valores das varidveis em
questdo na iteracdo t + 1 sdo obtidos com base nos valores
de estado dos vizinhos ja conhecidos do momento ¢t.

VinecC (4)

Figura 4 — Estrutura ou geometria das células: (a) células 1-D, (b)
células retangulares em 2-D (c) Células triangulares em 2-D

- 000000
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Nota-se, entdo, que o problema se resume a resolugdo
de sistemas de equagdes lineares, obtidos da Equacéo (3) de
equilibrio. As células podem ser todas atualizadas
simultaneamente, o que corresponde a uma iteragdo de
Gauss-Jacobi, ou sequencialmente, o que corresponde a uma
iteracdo de Gauss-Seidel (ABDALLA; GURDAL, 2002).
Sdo entdo desenvolvidas quatro regras de atualizacdo de
informagdes: Forca com MEF (FMEF), For¢a Atualizada
com MEF (FAMEF), Deslocamento com MEF (DMEF) e
Deslocamento Atualizado com MEF (DAMEF). As técnicas
obtidas sdo equivalentes a métodos de solucdo iterativos ja
consolidados, nas quais aquelas ditas atualizadas (FAMEF
e DAMEF) se assemelham ao método de Gauss-Seidel e as
demais ao de Gauss-Jacobi. Quando em todas as células do
modelo o né associado possui apenas uma deslocabilidade
livre, neste caso as estratégias de autdmatos celulares se
equivalem aos processos cldssicos de atualizagdo dos
métodos de Gauss-Jacobi e de Gauss-Seidel. Quando o né
associado a célula possui mais de uma deslocabilidade livre,
neste caso tém-se equivaléncias a generalizacdes dos
métodos de Gauss-Jacobi e de Gauss-Seidel, como proposto
por Salkuyeh (2007).

3.1 For¢a com MEF (FMEF)

Nesta estratégia, a informacao repassada entre as células € a
forca, em que se usa a sua transferéncia por meio das células
para encontrar o deslocamento sofrido por cada né. A cada
iteracdo, as células sdo resolvidas individualmente a partir
da Equacdo (3), e as reacdes de apoio sdo entdo combinadas
com as forgas externas na proxima itera¢do. A atualizagdo
das forcas do sistema ocorre apenas ao final de cada
iteracdo. Na Figura 5 tem-se um fluxograma das etapas
correspondentes a esta estratégia de atualizacdo.

Um exemplo ilustrativo pode ser visto na Figura 6. A
resolucdo do problema ocorre de acordo com a ordem das
células. Como a informacgdo trocada entre as células é a
forca, e ela € prescrita no né livre, em um passo de iterag@o
t qualquer, resolve-se inicialmente o sistema linear da
Equacdo (3) da Célula 1 (Figura 6-b), e obtém-se os valores
das reagdes de apoio e dos deslocamentos do né livre
(estados da célula). As reacgdes de apoio sdo armazenadas e
usadas como forcas externas do né em questdo na proxima
iteracdo. Em seguida, na mesma iteragdo, resolve-se a célula
2 (Figura 6-c) da mesma maneira. Para o problema da Figura
6, observam-se, na iteracdo t, as seguintes equacdes de
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recorréncia para as forcas F; e W, nos nés livres das Células
1 e 2, respectivamente:

Fe =Wy, )]

W,= P+F,_,/2 (6)

Em que sdo utilizadas as forcas nodais da iterac@o anterior,
ou seja, t — 1.

Figura 5 — Fluxograma da estratégia FMEF
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v

l Resolve K - u = f para célula i |
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célula i

Guarda as reacdes dos apoios da célula i para
serem usadas como forcas externas prescritas na
préxima iteracao

Resultados

Convergiu? .
& Sim

—i Atualiza das forgas externas dos nds ’

Figura 6 — Problema com elementos de barras que utiliza
transferéncia de forgas por meio das células. (a) Modelo, (b)
Célula 1 e (c) Célula 2
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3.2 Forg¢a Atualizada com MEF (FAMEF)

A forca atualizada com MEF € andloga a estratégia anterior,
em que se usa a transferéncia de forcas por meio das células
para encontrar o deslocamento sofrido por cada nd.
Contudo, as reacdes de apoio sdo combinadas e repassadas
como forgas externas no proprio passo de iteragdo a medida

que cada célula € resolvida, ou seja, elas sdo atualizadas ao
final da resolucdo de cada célula e ndo ao final da iterag@o.

Na Figura 7 tem-se um fluxograma das etapas
correspondentes a esta estratégia de atualizac@o.
Figura 7 — Fluxograma da estratégia FAMEF
| ite=0
N ite=ite+1
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v
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i=i+1

célula i
Atualiza as reagdes dos apoios da célula i para
serem usadas como forgas externas prescritas na
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v
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Resultados
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Para o mesmo problema usado anteriormente, em um
passo de iteracdo t qualquer, resolve-se primeiro a Célula 1
(Figura 7-b) a partir da Equacdo (3) e acham-se os valores
das reagdes de apoio e dos deslocamentos do né livre. As
reacdoes de apoio sdo atualizadas e usadas como forcas
externas do n6 em questdo na iteracdo t. Em seguida, na
mesma iteragdo, resolve-se a Célula 2 (Figura 7-c) da
mesma maneira, mas se considera a forca externa que foi
atualizada devido a resolugdo da Célula 1. Como a
atualizac@o ocorre sequencialmente na propria iteragdo, de
acordo com a ordenag¢do das células do AC, esta estratégia
de atualizacdo fica em fun¢do da ordem que as células sdao
revolvidas. Na iteragdo t, as for¢as F; e W, nos nods livres
das Células 1 e 2 sdo dadas respectivamente por:

F,=W,_,, (7)

W,= P+F,/2 (8)

No n6 livre da Célula 2 observa-se que ¢ empregada a
nova forca externa, que € atualizada na resolucdo da Célula
1.

3.3 Deslocamento com MEF (DMEF)

Diferentemente das estratégias anteriores, nesta a
informacgdo transferida entre as células € o deslocamento.
Em cada iteracdo as células sdo resolvidas de forma
independente com MEF e os deslocamentos dos nds livres
das células sdo transferidos como recalques de apoio na
préoxima iteragdo. A atualizacdo dos deslocamentos do
sistema ocorre ao final de cada iteracdo. Na Figura 8 tem-se
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um fluxograma das etapas correspondentes a esta estratégia
de atualizacido.

Figura 8 — Fluxograma da estratégia DMEF

| ite=0

3

'V ite =ite + 1

‘ Parai= 1 até o numero de células }(7

12

[ Resolve K - u = f para célula i l

i=i+1

Guarda os deslocamentos do né livre da célula i
para serem utilizados como deslocamentos
prescritos na proxima iteracdo.

2

[ Atualiza os deslocamentos dos nds ’

Resultados

Convergiu?

Sim

Uma aplicagd@o desta estratégia pode ser observada na
Figura 9, na qual a resolu¢do do arranjo da Figura 6-a
acontece de acordo com a ordem das células.

Figura 9 — Problema da Figura 6-a em que se aplica a
transferéncia de descolamento por meio das células ao final de
cada iterag@o. (a) Célula 1 e (b) Célula 2

Célula 1 Célula 2
1 2 3 2 3 P
’AE, A L2 E A, IJZ’é E A L2
— > — >
ucl ucz ucl ‘LLCZ
(@) (b)

Agora a informacdo passada entre as células é o
deslocamento. Em um passo de iteragdo t, resolve-se
inicialmente o sistema linear inerente a Célula 1 (Figura 9-
a), resultante da Equacio (3), e encontram-se os valores dos
deslocamentos do né livre (estados da célula). Esses sdo
armazenados e usados como recalques de apoio do né em
questdo na iteracdo t + 1. Em seguida, ainda no passo de
iteragdo t, resolve-se a Célula 2 (Figura 9-b) com os estados
da iteracdo interior, da mesma maneira feita com a Célula 1.
Ao final da resolu¢do de todas as células, atualiza-se o
sistema. Para as células da Figura 8, notam-se, ao resolvé-
las, os seguintes padrdes nos valores dos deslocamentos do
né 2, referente & Célula 1 (uf?), e do né 3, referente & Célula
2 (uf?), em uma iteracio t qualquer:

t=uf?, /2, ©)

uf? = ufl, + PL/(2EA) (10)

Em que se usam os estados anteriores na resolucdo do
problema.

3.4 Deslocamento Atualizado com MEF (DAMEF)

Nesta estratégia € utilizado o mesmo principio da estratégia
anterior. Em cada iterag@o todas as células sdo resolvidas
gradativamente, porém os deslocamentos dos nés livres das
células sdo transferidos como recalques de apoio na prépria
iteracdo, em outras palavras, a transferéncia (atualiza¢io) de
deslocamentos ocorre ao final da resolucio individual de
cada célula e ndo ao final do passo de iteracdo. Na Figura 10
tem-se um fluxograma das etapas correspondentes a esta
estratégia de atualizacio.

Figura 10 — Fluxograma da estratégia DAMEF
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7
Atualiza os deslocamentos do né livre da célula i

para serem utilizados como deslocamentos prescritos
na iterac@o corrente

Resultados

Convergiu?

Sim

Para as células da Figura 9, em uma iteraco t, resolve-
se primeiro a célula 1 a partir dos estados de t — 1 e atualiza-
se o sistema com o novo estado. Ao resolver a célula 2, ao
invés de usar os estados do passo de iteragdo t — 1, usam-se
os deslocamentos da célula 1 que ja foram resolvidas
durante o passo de iterag@o atual t. Dessa forma, este tipo
de atualizac@o torna-se dependente da ordem de resolucéo
das células do AC. Notam-se as seguintes equacdes de
recorréncias para os deslocamentos dos nés 2 e 3:

L=uf?,/2, (1rn

uf? = uf' + PL/(2EA) (12)

€ o deslocamento do né6 2, relacionado com a
€ o deslocamento do né 3, relacionado com a

Em que: uf!
célula 1, e uf?
célula 2.

4 - MODULO COMPUTACIONAL

Foi desenvolvido, no ambiente MATLAB®, um mddulo
computacional que utiliza a técnica hibrida de autdmato
celular e MEF, na qual as células sdo geradas a partir de uma
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z

malha de elementos de barra. Cada célula € resolvida
individualmente e uma estratégia de atualizacdo ¢
empregada para que os novos valores das varidveis de
estado sejam corrigidos, procedimento que se repete até o
sistema entrar em equilibrio.

Apesar de serem apresentadas quatro diferentes
estratégias de atualizacdo, somente duas sdo independentes
para o modelo (Equagdo 4) utilizado neste trabalho. Como a
relacdo entre forca e deslocamento € linear, os resultados
obtidos sdo iguais, seja utilizada ou a forca ou o
deslocamento para atualizar as células. Desta forma, tem-se
que, para o caso linear, os estados das células ao final de
uma iteracdo sdo os mesmos para o par de estratégias
FMEF-DMEF, assim como para o par FAMEF- DAMEF.
Registra-se que, para relacdes ndo lineares entre forca e
deslocamento, esse fato se mantém desde que essas sejam
descritas por fungdes bijetoras.

Como se trabalha com estratégias iterativas de solucéo,
precisa-se de um critério de parada para a simula¢do. O
critério de parada utilizado neste trabalho busca garantir que
a mudanca do deslocamento seja invariante a escala. Diz-se
que a sequéncia de andlise converge quando todas as
varidveis de interesse possuem valores muito préximos em
iteracdes subsequentes. Ao considerar u, o vetor
deslocamento na iteracdo atual e u,_; o deslocamento na
iterag@o anterior, a estratégia converge quando ocorre, para
0 modelo como um todo, conforme Equagdo (13).

luy —ue4 |l < pllug_qll (13)

Em que: p € o parametro que mede a mudancga requerida do
deslocamento e || || corresponde a norma euclidiana de um
vetor.

Os arquivos MATLAB® correspondentes as fungdes
com as implementacdes das estratégias de atualizacdo
DMEF e DAMEF, bem como os exemplos numéricos
apresentados adiante, encontram-se disponiveis no
repositério publico: http://loi.lccv.ufal.br/art-acmef-cieng
para baixar e uso. Busca-se, com isso, seguir os preceitos da
pesquisa reprodutivel, do inglés reproducible research (e.g.,
VANDEWALLE; KOVACEVIC; VETTERLLI, 2009).

5 - RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta secdo sao apresentados e discutidos os resultados de
andlise de dois modelos estruturais com uso do mddulo
computacional implantado em MATLAB®. Em funcdo da
igualdade de resultados por pares de estratégias FMEF-
DMEF e FAMEF-DAMEEF sdo trabalhados estes exemplos
de aplicacdo apenas com as estratégias DMEF e DAMEF.

5.1 Treli¢a plana

Considera-se a trelica plana biapoiada representada na
Figura 11, adaptada de Kassimali (2016).

Figura 11 — Treliga plana biapoiada
75 kN

45m 45m

Emprega-se o0 mesmo material em todas as barras do
modelo, sendo o médulo de Young E igual a 200 GPa.
Quanto a secdo transversal, as barras horizontais, vertical
central e inclinadas externas possuem drea igual a
3.000 mm?, e as restantes possuem drea igual a
2.000 mm?2. Todas as barras possuem eixos retos e
encontram-se perfeitamente rotuladas nas extremidades.

Calcula-se a solugdo analitica de referéncia para os
deslocamentos dos nés do modelo fazendo-se uso do
programa Ftool (Martha, 2015). Na Tabela 1 estédo listados
os deslocamentos horizontais e verticais dos nés do modelo.

Tabela 1 — Solugdo analitica da trelica plana

Deslocamentos (mm)

N6 Horizontal Vertical
A 0,000 0,000
B 0,833 -6,731
C 1,667 -9,069
D 3,167 -9,790
E 4,667 0,000
F 3,421 -6,731
G 2,984 -8,319
H 0,254 -9,790

Avalia-se o desempenho das estratégias DMEF e
DAMEEF fixando-se o parametro de convergéncia p,
presente na Equagdo (13), igual a 0,0005. O modelo possui
7 células associadas aos nés B, C, D, E, F, G e H, que
possuem pelo menos um deslocamento livre ao longo das
dire¢des horizontal e vertical. Neste estudo inicial, durante
cada iteracdo, as células sdo avaliadas seguindo-se a
sequéncia desses nds associados.

As estratégias DMEF e DAMEF necessitam,
respectivamente, de 168 e 100 iteragdes para atingir a
convergéncia. Em um computador com as seguintes
caracteristicas: Windows 10 Pro 64-bits, MATLAB®
R2014b, Intel® Core™ i7-4810MQ CPU @ 2.80 GHz 2.80
GHz e 16GB RAM, o tempo médio de processamento para
a geracdo das células neste modelo é na ordem de
milissegundo, enquanto que o tempo médio de
processamento das iteracdes das estratégias DMEF e
DAMEEF € na ordem de centésimo de segundo.

Nas Tabelas 2 e 3 estdo listados os deslocamentos
nodais para essas duas estratégias, sendo informados ainda
os respectivos erros absolutos em relacdo a solugdo
analitica. A ordem de avaliagcdo das células existentes neste
modelo obedece a ordem alfabética de nomeagdo dos nds
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que apresentam alguma deslocabilidade. Assim, sdo
avaliadas, em sequéncia, as células associadas aos nds B, C,
D,E,F,GeH.

Tabela 2 — Solugdo DMEF da treliga plana

Deslocamentos (mm) Erros absolutos (mm)

N6 Horizontal Vertical Horizontal Vertical
A 0,000 0,000 0,000 0,000
B 0,797 -6,559 0,036 0,172
C 1,596 -8,892 0,071 0,177
D 3,068 -9,626 0,099 0,164
E 4,543 0,000 0,124 0,000
F 3,325 -6,563 0,096 0,168
G 2,917 -8,161 0,067 0,158
H 0,211 -9,630 0,043 0,160

Tabela 3 — Solucdo DAMEF da trelica plana
N6 Deslocamentos (mm) Erros absolutos (mm)
Horizontal Vertical Horizontal Vertical
A 0,000 0,000 0,000 0,000
B 0,814 —-6,643 0,019 0,088
C 1,630 -8,980 0,037 0,089
D 3,116 -9,709 0,051 0,081
E 4,605 0,000 0,062 0,000
F 3,373 -6,647 0,048 0,084
G 2,951 -8,241 0,033 0,078
H 0,233 -9,713 0,021 0,077

Os resultados apresentados nas Tabelas 2 e 3
demonstram a qualidade das respostas frente a solugdo
analitica (Tabela 1), sendo cometidos erros absolutos
maximos 0,177 mm e 0,089 mm, respectivamente, para as
estratégias DMEF e DAMEF.

Em segundo momento de andlise deste modelo,
verifica-se a influéncia da ordem de avaliacdo das células ao
longo das iteracdes no desempenho das estratégias DMEF e
DAMEF. Como o modelo possui 7 células, existem 7! =
5.040 ordens de avaliagdo diferentes.

Para a estratégia DMEF, em todas as ordens de
avaliacdo consideradas, a convergéncia € atingida com 168
iteracdes, mantendo-se sempre o erro absoluto maximo de
0,177 mm. Para a estratégia DAMEF, a convergéncia é
atingida com um nimero de iteracdes variando entre 99 e
101, com erros absolutos maximos variando entre 0,084 e
0,093 mm.

5.2 Barra biengastada

Dada a possibilidade de variagdo no nimero de iteracdes
para a convergéncia da estratégia DAMEF em fun¢do da
ordem de avaliacdo das células, como apontado no exemplo
anterior, mesmo que bem sutil, neste exemplo investiga-se
esse efeito em um modelo estrutural que possibilita o
crescimento do numero de células e, consequentemente, o
nimero de ordens de avaliacdo das mesmas.

O modelo estrutural deste exemplo corresponde a uma
barra prismitica e homogénea, sob condigdo de
engastamento nas extremidades e submetida a uma carga
concentrada axial central, conforme esquema apresentado
na Figura 12.

Figura 12 — Barra biengastada
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Trata-se de um problema bdsico de estruturas, cuja
solugc@o analitica leva a um deslocamento axial do ponto
central igual a PL/2EA, no sentido da carga aplicada, em
que E é o médulo de Young do material empregado na
confec¢do da barra e A € a drea da secdo transversal da
mesma. A partir deste movimento do ponto central,
desenvolvem-se campos de deslocamentos axiais lineares
para cada trecho de comprimento L, chegando-se a valores
nulos nas extremidades engastadas.

Essa solugdo analitica pode ser reproduzida
empregando-se apenas dois elementos de barras
considerados neste trabalho. Para isso, restringem-se os
deslocamentos horizontal e vertical nos nds das
extremidades do modelo e, para garantir a estabilidade do
mesmo, restringe-se o deslocamento vertical do né central,
no qual se aplica a carga axial P (Figura 13).

Figura 13 — Modelagem basica da barra biengastada
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Para avaliar o desempenho da estratégia DAMEF, e
consequentemente a FAMEF, quanto ao numero de
iteracOes frente a mudanca na ordem de avaliacdo das
células, trabalha-se o problema em pauta considerando-se
crescentes niveis de discretizacdo dos trechos da barra,
correspondendo a modelos com 11, 13, 15, 17 e 19 nds
(Figura 14). Para avaliar a influéncia da ordem de avaliacdo
das células, este modelo com n nés possui n — 2 células e
possibilita (n — 2)! ordens diferentes de avalia¢do. Essas
discretizacbes resultam em quantidades de ordens de
avaliacdo das células inexequiveis computacionalmente.
Por exemplo, a primeira das discretizacdes, com 11 nds,
possui 362.880 ordens distintas de avaliacdo, que cresce
significativamente para mais de 355 trilhdes de ordens para
a discretizagdo com 19 nos.

Figura 14 — Discretizacio genérica com n nés

1 2 n/z n-l n
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Devido as quantidades exageradas de ordens de
avaliacdo das células tratou-se o nimero de iteragdes para
convergéncia da solugdo da estratégia DAMEF como uma
resposta aleatdria, associando indicadores estatisticos, como
a medida de tendéncia central, a média, e as medidas de
dispersdo, o desvio padrio e o desvio padrdo relativo, sendo
esse ultimo indicador dado pela razdo percentual entre o
desvio padrao e a média (MONTGOMERY; RUNGER,
2014).

Para que a velocidade de convergéncia independa da
ordem de avaliagdo das células, deve-se obter o desvio
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padrdo relativo préximo de zero. Isso implica que, para
qualquer ordem escolhida, tem-se um nimero de iteragcdes
muito préximo do valor médio, ndo alterando a eficiéncia da
estratégia, do ponto de vista computacional.

Buscando-se identificar se hd um nimero minimo de
amostras de ordens de avalia¢do das células que garanta a
estabilidade dos indicadores estatisticos, para a
discretizacdo mais refinada, de 19 nds, avalia-se a evolugdo
desses indicadores a medida que novas amostras s3o
consideradas. A Figura 15 mostra a evolu¢do da média do
nimero de iteragdes e o respectivo desvio padrio relativo
(DPR).

Figura 15 — Evolugdo dos indicadores estatisticos em funcio do
aumento do nimero de amostras analisadas
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A evolucdo dos indicadores estatisticos apresentados
na Figura 15 permite assumir que, neste problema, 100
amostras aleatorias de ordens de avaliacdo das células sdo
suficientes para representar valores de referéncias para o
nimero de iteracdes para se atingir a convergéncia da
estratégia DAMEF, ndao havendo mais modificacdes
significativas na média e no desvio padrdo relativo ao
adicionar novas amostras.

Para cada nivel de discretizacdo da barra, criam-se
entdo 100 amostras aleatorias de ordens de avaliacdo das
células para se estudar a variagdo no nimero de iteragdes
para se atingir a convergéncia da estratégia DAMEF. Na
Tabela 4 apresentam-se, para as vdarias discretizacdes
definidas neste exemplo, os valores médios do niimero de
iteragdes, do desvio padrio (DR) e do desvio padrao relativo
(DPR).

Tabela 4 — Indicadores estatisticos em fun¢do do nivel de

discretizagio
Numero de nés Média de iteragdes DP DPR (%)
11 99,93 0,29 0,2934
13 138,74 0,46 0,3339
15 182,77 0,47 0,2562
17 231,91 0,49 0,2131
19 285,85 0,44 0,1522

A partir dos resultados apresentados na Tabela 4, em
funcdo dos baixos valores do desvio padrdao e do desvio
padrdo relativo, € possivel inferir que a velocidades de
convergéncia, para o problema tratado neste exemplo,
independe da ordem de avaliacdo das células, apesar do
elevado nimero de ordens de avaliagdo que podem existir,

inclusive em discretizagcdes que envolvam poucos nds que
tenham alguma deslocabilidade.

Com relacdo ao crescente nimero médio de iteracoes
a medida que se aumenta a discretizag@o (Tabela 4), isso se
deve ao fato de que, para este modelo, o raio espectral da
matriz de iteragdo se aproxima cada vez mais do valor
unitdrio (Figura 16), o que acarreta em uma diminui¢do da
velocidade de convergéncia dos métodos iterativos, em
geral (STRANG, 2006). Por sua vez, para os métodos
diretos de solugdo, a exemplo do método da eliminagdo de
Gauss (RUGGIERO; LOPES, 2008), esses modelos
apresentam um aumento do nimero de condicdo (STRANG,
2006) da matriz dos coeficientes do sistema de equagdes
resultante (Figura 16), o que exige estratégias de controle
dos erros de arredondamento, a exemplo das estratégias de
pivoteamento parcial e completo (RUGGIERO; LOPES,
2008), erros esses inerentes a dlgebra computacional de
ponto flutuante.

Figura 16 — Raio espectral e nimero de condi¢do em fungdo do
nimero de nés da discretizacio
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Por fim, registra-se que todas as discussdes e
indicadores numéricos apresentados neste exemplo sdo
independentes dos valores numéricos dos pardmetros do
modelo. No entanto, computacionalmente exigem-se
valores numéricos para os mesmos, sendo atribuidos: L
igual a 2 m, A igual a 0,01 m?, E igual a 200 GPa e P igual
a 20 MN, cuja solugdo analitica para o deslocamento axial
do né central é de 1 cm. Com relacdo a tolerancia de
convergéncia da estratégia DAMEF, p da Equacdo (13),
adotou-se o valor 0,000005, que aumenta a precisdo dos
resultados numéricos frente aos resultados analiticos.

CONCLUSOES

O método hibrido entre Automatos Celulares e Método dos
Elementos Finitos se mostra uma alternativa de técnica
iterativa para resolugdes de diversos problemas discretos,
principalmente no que diz respeito a mecénica estrutural e
dos solidos.

Neste trabalho foram apresentadas e testadas quatro
estratégias de atualizac¢des das varidveis de estado, porém as

Ciéncia & Engenharia, v. 25, n. 1, p. 79 — 89, jan. — jun. 2016 87



Eduardo Nobre Lages, Adeildo Soares Ramos Jiinior, Tiago Peixoto da Silva Lobo, Rodrigo Vieira Cavalcanti

estratégias de deslocamento atualizado (DAMEF) e de forca
atualizada (FAMEF) foram as que apresentaram melhor
desempenho computacional, com um menor nimero de
iteragdes para atingir os mesmos resultados das outras duas
estratégias (DMEF e FMEF).

A partir dos exemplos apresentados, constatou-se que
a ordem de avaliagdo das células ndo influencia
significativamente na quantidade de iteracdes necessarias
para a convergéncia do problema. Sendo assim, ndo se
recomendada a busca pela melhor ordem de avaliacdo, até
porque a quantidade de ordens cresce fatorialmente com o
nimero de células do modelo.

Uma andlise comparativa revela que as férmulas de
recorréncia obtidas com as regras dos autdmatos celulares
se assemelham as técnicas tradicionais e generalizadas de
solucdo iterativa de sistemas de equagdes lineares, como os
métodos de Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel. Isso mostra que
pré-condicionadores podem ser aplicados ao sistema de
equagdes inicial para otimizar a velocidade convergéncia do
problema, com potencial extensdo dessa metodologia para
problemas nao lineares.

Os arquivos MATLAB® das implementacdes das

estratégias de atualizagdo, bem como os exemplos
numéricos apresentados neste trabalho, encontram-se
disponiveis no repositério publico:

http://loi.lccv.ufal.br/art-acmef-cieng para baixar e uso.
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