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RESUMO

Este trabalho trata do desenvolvimento de uma formulacdo numérica ndo linear para descrever o comportamento mecanico
viscoeldstico de estruturas de porticos e vigas submetidas a estado de tensdo constante (fendmeno conhecido como fluéncia)
e discretizadas em elementos finitos de pértico plano. O desenvolvimento é baseado na formulag@o posicional ndo linear do
Método dos Elementos Finitos considerando a teoria classica de Bernoulli-Euler. Essa formulag@o possibilita a realizagao
de uma andlise estrutural ndo linear fisica e geométrica. A ndo linearidade geométrica considerada refere-se a andlise do
equilibrio da estrutura na posi¢do deformada utilizando o método de Newton-Raphson. Ji a ndo linearidade fisica
considerada refere-se a ado¢do de uma relagdo reoldgica baseada no modelo de Maxwell generalizado. Trés exemplos
numéricos sdo analisados utilizando-se a formula¢do desenvolvida. Os dois primeiros descrevem e comparam o
comportamento de fluéncia em uma viga com diferentes condigdes de contorno. O terceiro exemplo descreve o
comportamento de fluéncia em um pértico formado por dois pilares e uma viga. Além disso, uma calibracdo simples da
formulacio é realizada em relagdo a solicitag@o axial de uma barra de Plastico Reforcado com Fibra de Vidro.
Palavras-chave: Viscoelasticidade, Fluéncia, Formulacio Posicional, Método dos Elementos Finitos, Modelo Reoldgico.

ABSTRACT

The present work aims to develop a nonlinear numerical formulation used to describe the viscoelastic mechanical behavior
of framed structures and beams under a constant stress state (known as creep phenomenon) and discretized by plane framed
elements. The development is based on the nonlinear positional formulation of the Finite Element Method and it takes into
consideration the beam kinematics of Bernoulli-Euler. This approach allows to perform a structural analysis with physical
and geometrical nonlinearities. The geometrical nonlinearity involved refers to structural equilibrium in the deformed
position obtained by the Newton-Raphson method. The physical nonlinearity is associated with the adoption of a
viscoelastic behavior through a suitable rheological relation. This rheological relation is derived from the uniaxial
rheological model, based on the generalized Maxwell model. Three numerical examples are analyzed by the developed
formulation. The first two examples describe and compare the creep behavior of a beam with different boundary conditions.
The third example describes the creep behavior of a framed structure, formed by two columns and one beam. Furthermore,
a simple calibration of the formulation is performed considering axial loading experimental results of bar made by Glass
Fiber Reinforced Polymers material.

Keywords: Viscoelasticity, Creep, Positional Formulation, Finite Elements Method, Rheological Model.

1 - INTRODUCAO

No projeto de estruturas, um dos problemas fundamentais é
encontrar uma solu¢do que apresente bom desempenho
estrutural (estrutura previsivel e segura) com baixo custo
econdmico. Assim, muitos trabalhos estdo relacionados ao
estudo e modelamento do comportamento de materiais
alternativos nas mais diversas areas como infraestrutura,
constru¢io civil, inddstria mecanica, inddstria
aeroespacial, entre outras. Como exemplos podem ser
citados os trabalhos de Godat et al. (2013), Kistner et al.
(2012), Sa et al. (2011) e Muiloz-Rojas et al. (2011).
Dentre os materiais alternativos abordados em
recentes estudos se destacam os materiais poliméricos e os
materiais compostos com  matriz  polimérica,
principalmente ~ por  apresentarem  boa  relacdo

resisténcia/rigidez em comparacio aos materiais estruturais
convencionais. Apresentam, contudo, comportamento
mecanico viscoeldstico ou viscoelastopldstico dependendo
de suas propriedades e dos niveis de tensdo aos quais estdo
submetidos. Esses comportamentos caracterizam-se pela
dependéncia do tempo nas respostas as solicitagdes
externas e sdo descritos pela combinacdo do
comportamento viscoso, tipico de materiais fluidos, com o
comportamento eldstico ou pldstico, tipico dos materiais
s6lidos.

Os interesses de parte dos recentes trabalhos
relacionados aos comportamentos  viscoeldstico e
viscoelastopldstico se concentram no desenvolvimento de
formulagdes  numéricas que  adotam  equacdes
fenomenolégicas baseadas em modelos reoldgicos, para
representacdo da relacdo entre tensdes, deformacdes e
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tempo, e em técnicas de ajuste dos pardmetros desses
modelos, como destacado nos trabalhos seguintes.

Em Mesquita; Coda (2003) ¢é desenvolvida uma
formulagdo tridimensional do método dos elementos de
contorno para andlise do comportamento viscoeldstico
considerando-se os modelos reoldgicos de Kelvin-Voigt e
de Boltzmann. Em Panagiotopoulos; Manti¢; Roubicek
(2014) uma formulagdo semelhante ¢é utilizada para
comparar as respostas dos modelos sélidos de Hooke,
Kelvin-Voigt e Boltzmann, que representam
respectivamente os comportamentos eldstico instantineo,
eldstico amortecido e viscoeldstico, além dos modelos para
fluidos de Maxwell, Jeffreys e Burgers.

Semptikovski; Mufioz-Rojas (2013) propdem uma
formulagdo tridimensional do método dos elementos
finitos utilizando um elemento de viga simplificado. Nesse
trabalho o comportamento viscoelastico linear em
elementos constituidos de polietileno de alta densidade é
considerado a partir do modelo reolégico generalizado de
Maxwell, com base em Kaliske; Rothert (1997).

Liu; Polak; Penlidis (2008) propdem uma formulagio
baseada em equacdes integrais para descricdo do
comportamento viscoeldstico ndo linear do polietileno em
aplicacdes estruturais. O comportamento viscoeldstico €
considerado adotando-se o modelo generalizado de Kelvin-
Voigt e os respectivos parametros sdo obtidos por uma
metodologia baseada em interpolagdo linear. Formulacio
semelhante é adotada em Kiihl et al. (2013) para descri¢do
do comportamento viscoelastopldstico do polietileno de
alta densidade. Em que, para a parte viscoeldstica da
deformacdo, é adotado o modelo reolégico generalizado de
Kelvin-Voigt e, para a parte viscopldstica, é adotada a
equacdo de Zapas-Crissman. Nesse caso o0s parimetros
viscoeldsticos sdo obtidos por um ajuste de curva baseado
no método de otimizacdo por nuvem de particulas,
enquanto os parametros viscopldsticos sdo obtidos por uma
regressao linear do método dos minimos quadrados.

Carniel; Mufioz-Rojas; Vaz (2015) apresentam uma
formula¢do do método dos elementos finitos para andlise
de trelicas espaciais com comportamento viscoeldstico e
viscopléstico incluindo degradacdo mecanica
unidimensional. O modelo reolégico generalizado de
Kelvin-Voigt é adotado para descri¢do do comportamento
viscoeldstico, enquanto o comportamento viscopldstico é
considerado a partir da equacdo de Perzyna e a degradagdo
do material é considerada a partir do modelo de dano de
Lemaitre. Os parametros do material sdo obtidos por um
ajuste de curva baseado no método de otimizacdo por
nuvem de particulas.

Alguns estudos recentes em viscoelasticidade
apresentam ainda desenvolvimentos referentes a utilizagdo
de derivadas fraciondrias na obtencdo de modelos
reolégicos mais simples e com maior precisdo na
representacdo do comportamento complexo de materiais
reais, como materiais compostos, materiais poliméricos,
tecidos bioldgicos, entre outros (BAHRAINI et al., 2013;
SHEN et al., 2013; PEREZ ZERPA et al., 2015).

Neste trabalho o interesse restringe-se ao
comportamento mecanico viscoeldstico caracterizado pela
variagdo da deformacdo em materiais sélidos ao longo do

tempo quando submetidos a um estado de tensao constante,
conhecido como fendmeno de fluéncia (MARQUES;
CREUS, 2012; CHRISTENSEN, 2010).

Dentro deste contexto, este trabalho se dedica a
apresentar o desenvolvimento e a implementacdo
computacional de uma formula¢do numérica para
descricdo do comportamento de fluéncia em vigas e
estruturas de portico constituidas de material viscoeldstico.
Essa descri¢cdo do comportamento de fluéncia consiste na
obtencdo da posicdo de equilibrio dessas estruturas apds
determinado intervalo de tempo, sob determinado estado
de carregamento estdtico, e na representacdo da evolugdo
dos deslocamentos ao longo do tempo, ambas de forma
qualitativa, visto que ndo serd realizada uma calibra¢do
quanto ao esforco de flexdo. Além disso, serd demostrada,
de uma forma simples, a capacidade de ajuste e de
representacio quantitativa da formulacao desenvolvida.

2 - DESENVOLVIMENTO DA FORMULACAO

A formulacdo numérica desenvolvida tem como base a
formulacdo posicional ndo linear do Método dos
Elementos Finitos (CODA; GRECO, 2004), que foi
originalmente desenvolvida para analisar estruturas
reticuladas planas com ndo linearidades fisicas e
geométricas. No presente trabalho, essa formulagdo é
particularizada para descricdo do comportamento mecanico
de fluéncia em elementos finitos de poértico plano
considerando-se a teoria cldssica de Bernoulli-Euler e
adotando-se uma medida de deformacdo de engenharia.
Para tanto, a contribui¢do da fluéncia € introduzida a partir
da adocdo do modelo reoldgico de Maxwell generalizado
(modelo padrao de sé6lido) na consideracdo da relag@o entre
tensdes, deformacdes e tempo.

O desenvolvimento dessa formulacdo pode ser
apresentado em trés etapas principais. As quais englobam o
equacionamento geral da formulacdo posicional nao linear,
a definicdo da relacdo reoldgica e a particularizacdo deste
equacionamento ao comportamento mecanico de interesse.

2.1 — Equacionamento geral da formulacéo posicional ndo
linear

De uma forma geral, a formulag@o posicional nao linear do
Método dos Elementos Finitos pode ser demostrada
partindo-se da Equacdo (1) que representa o funcional da
energia potencial total (/7) de uma estrutura solicitada por
cargas externas.

n=uv-°~P (1)

Em que: U € a energia de deformagdo total definida pela
integral da energia de deformacdo especifica ¥ em um
volume de referéncia inicial V, expressa pela Equacdo (2).
Nessa equacdo, o representa o campo das tensdes em
fun¢do do campo das deformacdes ¢, de acordo com a
relacdo constitutiva ou reoldgica do material. J4 P é a
energia potencial das forcas externas expressa pela
Equacdo (3), na qual os graus de liberdade, considerando
um elemento de pértico plano com dois nds e trés graus de
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liberdade por nd, podem ser representados por X; =
X, 1,04, X5, Y, 8,) para i =(1, 2, 3, 4,5, 6) e os
respectivos carregamentos nodais para os dois graus de
liberdade representados por F; = (Fxq, Fy1, M1, Fx2, Fyo,
Mg3).

U= [, udv=[ [ odedV 2
P = Y FX; (3)

Aplicando-se o principio da energia potencial total
estaciondria (BELYTSCHKO et al., 2013) na Equagao (1),
pode-se obter a posi¢do de equilibrio da estrutura a partir
da Equacdo (4). Assim, o equilibrio da estrutura ocorrera
quando a derivada dessa energia potencial total, em relagdao
aos graus de liberdade, for nula, ou seja, quando a taxa de
varia¢do da energia potencial total for nula.

il dU  dP
dX, dX; dx;

=0 “

A Equacio (4) representa um sistema de seis equacdes
(trés graus de liberdade para cada um dos dois nds que
definem um elemento de poértico).

Sabendo-se que, se a relacdo entre a energia de
deformacdo total, U, e os pardmetros nodais, X;, for ndo
linear, a Equacdo (4) representa um sistema de equacdes
ndo linear. Nesse caso, este precisa ser resolvido utilizando
um método de resolucdo de sistemas de equacgdes
adequado. Além disso, é necessario adotar na Equacdo (2)
uma relacdo constitutiva ou reoldgica que represente o
comportamento do material de forma apropriada.

2.2 — Definic¢do da relagdo reolégica

Um dos pontos fundamentais em uma andlise fisicamente
ndo linear é a adocdo de uma relacdo constitutiva ou
reolégica que represente de forma apropriada o
comportamento do material. Dessa forma, assim como em
Chung; Buist (2012), a relacdio que representa o
comportamento de um material viscoeldstico é deduzida a
partir de um modelo reoldgico. A escolha do modelo
reoldgico adequado se baseou no comportamento esperado
para o fendmeno de fluéncia em materiais sélidos, sendo
adotado entdo o modelo reolégico uniaxial de Maxwell
generalizado. Esse modelo, segundo Marques; Creus
(2012), pode ser obtido pela associacdo em paralelo entre
um modelo eldstico e varios ramos de Maxwell, Figura 1-a.
O modelo utilizado foi restrito a um ramo de Maxwell (um
elemento eldstico em série com um elemento viscoso) em
paralelo com um elemento eldstico (modelo de Hooke),
resultando no modelo apresentado na Figura 1-b. Esse
modelo também € conhecido como modelo padrdo de
s6lido ou modelo de Zener.

Figura 1 — (a) Modelo de Maxwell generalizado; (b) Modelo
padrdo de sélido
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A partir da Figura 1-b pode-se definir a tensdo total e
a deformacdo total, respectivamente, como nas Equacdes

(5) e (6):
o=o0,+0, ®)]
e=¢g =g =¢e5+¢} (6)

Em que: o e € representam, respectivamente, os campos de
tensdes e deformacgdes normais. Nos quais os subscritos
“]” e “2” se referem aos ramos elastico e de Maxwell,
respectivamente. J4 os sobrescritos “e” e “v” se referem,
respectivamente, aos elementos eldstico e viscoso.

Os campos de tensdes e deformagdes requeridos nas
Equacgdes (5) e (6) podem ser definidos como nas

Equagdes de (7) a (10):

0, = Eq¢ ©)
0, = 0f =0} (®)
e 02 9
& = E, )

o.'l]
&= (10)
n

Em que: € representa a taxa de variacdo das deformacdes
no tempo. J& os termos, E;, E> e n sdo os parametros dos
elementos descritos na Figura 1-b e representam as
propriedades do material. O comportamento eldstico
instantaneo depende dos parametros E; e E», sendo que a
soma desses pardmetros representa o moddulo de
elasticidade do material. Além disso, o pardmetro E;
determina a deformacdo final (soma da deformagdo
eldstica instantanea e da deformacdo eldstica amortecida),
ap6s um intervalo de tempo suficientemente grande, e
representa 0 moédulo de elasticidade do material no
comportamento eldstico amortecido. J4 o parimetro 7z
representa 0 médulo de viscosidade do material, o qual
determina a taxa de deformacdo com o tempo e
proporciona um comportamento amortecido ao material.

Derivando a Equagdo (6) em relagdo ao tempo e
utilizando-se as Equagdes (8) a (10), considerando-se as
propriedades do material invariantes com o tempo, tem-se
a Equacdo (11):
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G, 0y
=—4— (11
E, 7

é

Reescrevendo-se a Equacdo (11), utilizando-se as
Equagdes (5) e (7) e isolando-se a tensdo total (o) tem-se a
Equacdo (12):

Ny + E)é  no

= Eye +

12)

Em que: o representa a taxa de variacdo das tensdes
normais ao longo do tempo.

A Equacdo (12) pode ser simplificada, a fim de
representar a relacdo reoldgica uniaxial do material
viscoeldstico para o caso do fendmeno de fluéncia,
negligenciando-se o termo da taxa de varia¢do das tensdes
com o tempo. Essa equacdo pode ser utilizada na Equagdo
(2) para obtengdo da energia de deformacgdo total. Para
tanto, sabendo-se as propriedades do material, é necessario
definir uma medida de deformacdo adequada em relagdo
ao elemento finito implementado.

2.3 — Particulariza¢do da medida de deformacao

Partindo-se da formulacdo geral descrita na se¢do 2.1 e da
relacdo reoldgica obtida na se¢do 2.2, é possivel descrever
a formula¢do posicional ndo linear do Método dos
Elementos Finitos, aplicada a descri¢do do comportamento
de fluéncia em elementos de pdrtico, particularizando-se a
medida de deformagdo de forma adequada ao elemento
finito implementado.

Para se particularizar a medida de deformacgdo é
necessdrio entender a geometria do elemento a ser
estudado e a relacdo desta com a medida de deformacgdo
adotada. Assim, nesta formula¢do cada elemento finito tem
sua geometria mapeada pela parametrizacdo em funcio da
variavel adimensional ¢ (variando de O a 1) conforme
ilustrado na Figura 2.

Figura 2 — Parametrizacdo da geometria (CODA; GRECO, 2004)
y
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Em que: X;,Y;,604,X,, Y, € 0, sdo os parametros nodais do
elemento finito e representam os graus de liberdade de
cada no.

Dessa forma € possivel definir a posi¢do de cada
ponto do elemento e, consequentemente, a geometria em
funcdo dos pardmetros nodais utilizando-se as Equagdes
(13), (14), (15) e (16).

L =X, —X;) (13)
L=-Y) (14)
x=X, +1¢ (15)
y=c&+dé*+eé+f (16)

Na Equagdo (16) é necessdrio definir os pardmetros c,
d, e e f em funcdo dos parimetros nodais. Assim,
considerando-se as condi¢des de contorno na Equagdo
(16), tem-se a Equacdes de (17) a (20):

Ye=oy=f =" (17)

dy dy dx

- —e=——— = TAN(6O,) L, (18)

dél,_, dx dl,_,

DI ger2d+e=2 )

ael,, =°° ¢ Taxaz| T MR A9
= =1

A partir das Equacdes (19) e (20) tem-se as Equacdes
21) e (22):

¢ = (TANO, + TANO,)l, — 21, 21
d = 31, — (TAN6, + 2TAN6,)L, (22)
A medida de deformacio de engenharia como

definida em Ogden (1997) pode ser representada conforme
a Equacio (23):

ds ds,
ds—ds, d&  df¥
= — 2
T a0 @
s

Em que: ds representa o comprimento de uma fibra
qualquer do corpo (paralela ao eixo central) em uma
configuracdo deformada e dso representa o seu
comprimento na configuracdo nio deformada.

Para uma fibra na Linha Centroidal (LC) que passa
pelo centro geométrico do elemento, pode-se definir as
Equacdes (24) e (25):

ey
= \/ (lxo)z + (lyo ’ =l 24

@ @

= J(L)? + (3cé? + 2dE + e)? (25)

ds,
dg§

ds
3
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Assim, a deformacgdo para a linha centroidal pode ser
definida pela Equacdo (26), utilizando-se as Equacdes (23)
a (25), como:

\/(lx)z + (3¢cé?2+2dé+e)? — |,
e = i

- %J(zx)z TG t2dE+ o) — 1 (26)
0

De acordo com a cinemética de Bernoulli-Euler pode-
se descrever a deformacdo de uma fibra qualquer do
elemento finito em fun¢do da deformacdo e da curvatura da
fibra que passa pela linha centroidal, como expresso na
Equacdo (27). Para isso, € necessdrio adotar uma
coordenada z, ortogonal a linha centroidal, que define a
distancia de uma fibra qualquer em relacdo a essa linha.

E = gLC + KZ (27)

Em que: x representa a curvatura do elemento, definida
segundo Zill; Wright; Cullen (2011), em funcdo da
varidvel adimensional £, representada na Equacao (28):

dx d?y d?*x dy

df dg?  dg? dE
3

dx\? dy\*
@) +(&)
~ L, (6¢¢ + 2d)
(V@2 + BeEZ + 2dE + 0)2)

(28)

A partir das Equagdes (26) a (28), pode-se definir a
deformacdo normal de uma fibra qualquer, em func¢do de &,
z e dos parametros nodais X;,Y;,60:,X,,Y, e 6, que
definem os parametros c, d, e e f.

Na sequéncia, utilizando-se as Equacdes (2) e (12),
apods negligenciar o termo da taxa de variagdo da tensdo
com o tempo, a energia de deformacdo total pode ser
expressa como na Equacdo (29):

u:fv f (Ele+@é> de dv 29)

Definindo-se a taxa de deformacdo (€) pela regra da
cadeia, utilizando-se a derivada em relagdo aos graus de
liberdade, tem-se a Equagdo (30):

_de  de dX;
T dt dX; dt

é = & Xi (30)

Em que: X; representa a velocidade de variagio de posi¢io
na direcio de cada um dos seis graus de liberdade
(X1, 4,04,X,,Y, e 0,) e ¢,; é a derivada da Equacdo (27)
em relacdo aos graus de liberdade.

Procedendo-se com uma troca de varidveis, pode-se
representar a integral do segundo termo da Equacdo (29)
em relacdo aos graus de liberdade. Para tanto, € utilizada a
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Equac@o (27) na relacdo entre de e dX;, conforme Equacdo
€29

de = &,i Xm = (ELC'I'+ K, Z)dXi (31)

Substituindo-se as Equacgdes (27), (30) e (31) na
Equagdo (29) e avaliando-se a integral do primeiro termo
em relagdo a deformagdo (¢g), a energia de deformacao total
pode ser representada pela Equagdo (32):

E
U = f I:?l (ELCZ + ZSLckZ + KZZZ) +
14
n(E; + E3)

Xi E,

+x,:2 z2)X;dX;|dV (32)

2
(Erei“+ 2&10,i K, Z +

Utilizando-se a varidvel adimensional ¢, a integral em
relacdo ao volume da Equacdo (32) pode ser avaliada em
relacdo a 4drea da secdo transversal e ao comprimento
parametrizado, como representado na Equagdo (33).

1
E
U= lof f [—1 (e1c% + 250Kz + K?2%) +
0 Ja L2
E,+E
+f n(E; 2)
Xi EZ
+k,i2 22)X;dX;|dAdéE (33)

2
(sLC'i + 2‘SLC'i K,z +

Considerando-se a hipé6tese dos elementos serem
constituidos de materiais homogéneos e isétropos, a
Equacdo (33) pode ser avaliada em relacdo a drea e,
rearranjando seus termos, a energia de deformagdo total
fica expressa como na Equacgdo (34):

1
E,A E,l
U = f lO I:(—ELCZ +_K2> +
. 2 2

+f n(Ey + E)

E (A SLC,,:2+ IK',,:Z )deXL] df (34)
2

i

A Equacao (34) define a energia de deformacio total,
em funcdo das propriedades fisicas do material, das
propriedades geométricas do elemento, dos parametros
nodais e da varidvel adimensional & de forma completa
exceto pela velocidade de variacdo de posicdo na direcdo
de cada grau de liberdade X;, a qual serd definida na secdo
2.4 em funcgdo de ¢ e dos parAmetros nodais.

Utilizando-se as Equagdes (3) e (34) na Equacdo (4), a
qual representa a aplicacdio do principio da energia
potencial total estaciondria, € possivel obter a resolucdo do
sistema que fornece a posicio de equilibrio de uma
estrutura plana, discretizada em elementos de poértico e
submetida a um estado de carregamento estitico
especifico, considerando a contribui¢do do comportamento
viscoeldstico de fluéncia do material.
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2.4 — Representacdo da velocidade de variag@o de posi¢ao
na direcao dos graus de liberdade

Inicialmente sdo definidas as varia¢des das posi¢des de um
ponto qualquer do elemento utilizando-se as Equagdes (15)
e (16), para o caso das posi¢cdes em x e y, avaliadas nos
equilibrios inicial (estrutura indeformada) e atual (estrutura
deformada). J4 para o caso do giro 8 em uma se¢do
transversal qualquer, definida por &, considerando-se a
geometria parametrizada do elemento, Figura 2, tem-se as
Equacdes (35) e (36):

DX _ 3 62 4245 + e = TANO) 35

Ed—f = Cf f e = TAN ) x )
3cé?2+2dE+e

6 = ARCTAN — (36)

Em que: ¢, d e e podem ser definidos pelas Equacdes (18),
21) e (22).

Dessa forma, utilizando-se as Equacdes (15), (16) e
(36) € possivel obter a variacio de posi¢do nas direcdes x,
y € 6 de um ponto qualquer do elemento. Finalmente, em
um determinado intervalo de tempo e eliminando-se os
movimentos de corpo rigido do elemento, a representacdo
da velocidade de variagdo de posi¢ido (X;) de um ponto ¢
qualquer do elemento, na direciio do grau de liberdade X;,
pode ser expressa como na Equacio (37):

_x@-xE =0 x"@)-x¢=0) 37)
- At At

X,

Em que: At representa o intervalo de tempo necessario
para o elemento passar da posi¢do inicial (indicado pelo
parimetro com sobrescrito “0”) para a posi¢do atual
(indicado pelo pardmetro sem sobrescrito). De forma
andloga a Equacdo (37), é possivel definir as velocidades
de variagdo de posicdo na direcdo de cada grau de
liberdade, X;, para serem utilizadas na Equacdo (34).

3 —IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Como descrito na secdo 2.1, para obtencdo da posicdo de
equilibrio da  estrutura €  necessdrio  resolver
numericamente o sistema de equagdes representado pela
Equacdo (4). Assim, algumas estratégias e passos
algébricos serdo descritos nesta secio com o intuito de
possibilitar a implementagdo computacional da formulagao
desenvolvida.

Utilizando-se a varidvel adimensional ¢, a integral em
relacdo ao volume da Equagdo (2) pode ser avaliada em
relacdo a drea da secdo transversal e ao comprimento
parametrizado como na Equagdo (38):

U=1l,J, [, udAdg (38)

Substituindo-se a integral da energia de deformacédo
especifica na drea por uma varidvel auxiliar u, tem-se a
Equacao (39):

U= [ lou, d¢ (39)

Comparando-se as Equagdes (39) e (34), tem-se a
Equacdo (40):

E. A E.l
()
n(E; + E3)

, (Aeyei®+ Tk,2) XidX;|  (40)
Xi

A aplicacdo do principio da energia potencial total
estaciondria pode ser reescrita como na Equagdo (41):

an [t
= = f lowp,; A6 —F; =0 A1)
2 0

Sendo a energia de deformacdo total ndo linear em
relacdo aos pardmetros nodais, a solu¢cdo do sistema nio
linear expresso pela Equagdo (41) pode ser obtida por meio
do método de Newton-Raphson (MECLACHLAN;
KRISHNAN, 2007) desenvolvendo-se o processo iterativo
descrito como na Equagao (42):

gX) = gX+rg(x®ax =0 (42)

Em que: X € o vetor das posi¢des atuais, X° é o vetor das
posicdes iniciais e AX representa o vetor de corre¢do das
posi¢des nodais. J4 o termo Vg(X°) representa a matriz
Hessiana e g(X°) representa o vetor dos residuos, que
podem ser representados, respectivamente, como nas
Equacdes (43) e (44):

1
gX%) = [; Lug,; d§ wo " Fi (43)

Pg(X°) = [ Lotpu d€ (44)

X0

Para tanto, € necessdria a determinacdo algébrica dos
termos lyu;,; € lous, para posterior avaliagdo das
integrais presentes nas Equacgdes (43) e (44). Assim,
definindo-se as varidveis auxiliares B ¢ G como nas
Equacdes (45) e (46):

B = (L,)?+ (3¢c&? + 2d¢ + e)? (45)
G = (I,)%*(6c¢ + 2d)? (46)

Utilizando-se as Equagdes (45) e (46), as Equacdes
(26) e (28), que definem a deformacao da linha centroidal e

a curvatura, respectivamente, podem ser reescritas como
nas Equacgdes (47) e (48):

1
E1c = l—\/E -1 (47)
0
e Y6 (48)
B3/2

36 Ciéncia & Engenharia, v. 24, n. 1, p. 31 — 41, jan. — jun. 2015



Formulagdo posicional para descri¢do do comportamento mecdnico de fluéncia em vigas e estruturas de
portico

Substituindo-se as Equacdes (47) e (48) na Equacdo
(40) e derivando-se em relagdo aos graus de liberdade tem-
se a Equagdo (49):

E,A ! Ell, (G,;B—3GB,
l””f‘izzl_l(,(l_\/_%)B""L ! 0( : L)+

2 B*
2
E,+E B,;
+77( 1 2) I, ( i ) yn
E, 2V

2
NEB"’) 1) X (49)

Y
2B3/2\/G 2B5/2

Derivando-se a Equagdo (49) novamente em relacdo
aos graus de liberdade € possivel obter a expressdo para
lous,ii- Definidas as expressdes para lyug,; e lou,i, em
fun¢do dos pardmetros nodais e da varidvel adimensional &,
€ possivel avaliar as integrais de 0 a 1 em ¢ de forma
numérica utilizando-se os pontos de Gauss e seus
respectivos pesos ao longo do comprimento do elemento.
Dessa forma, as Equacdes (43) e (44) podem ser resolvidas
e o método de Newton-Raphson pode ser implementado
computacionalmente para obten¢do da posicio de
equilibrio da estrutura.

4 — EXEMPLOS NUMERICOS E ANALISE DE
RESULTADOS

Nesta se¢do serdo analisados trés exemplos numéricos
utilizando-se a formulacdo desenvolvida e implementada
computacionalmente. Os dois primeiros descrevem e
comparam o comportamento de fluéncia em uma viga com
diferentes condi¢cdes de contorno. O terceiro exemplo
descreve o comportamento de fluéncia em um portico
formado por dois pilares e uma viga e ilustra a influéncia
desse comportamento mecanico na definicdo da posi¢do de
equilibrio ao longo do tempo.

4.1 — Viga biapoiada com carregamento concentrado

O primeiro exemplo numérico trata de uma viga biapoiada
com carga concentrada aplicada no centro do vao, como
ilustrado na Figura 3. O primeiro objetivo deste exemplo
foi comparar o resultado numérico e o resultado analitico,
ambos para o comportamento eldstico, a fim de validar o
codigo desenvolvido para o caso particular de
comportamento eldstico. O segundo objetivo foi comparar
o resultado numérico do comportamento viscoeldstico com
o resultado numérico do comportamento eldstico. Esses
resultados foram baseados na medida da flecha
(deslocamento vertical) no centro do vdo ao longo do
tempo.

Figura 3 — Viga biapoiada
p

A viga ilustrada na Figura 3 apresenta um vio livre
(L) igual 4 m e foi discretizada em dez elementos finitos de
0,4 m de comprimento cada. A drea da secdo transversal de
cada elemento é de 2,4-10° m? e a inércia da se¢do é de
2,0-10° m*. Os médulos de elasticidade e o médulo de
viscosidade sdo, respectivamente, E; = 63 GPa, E> =7 GPa
e # = 0,5 GPa-anos.

A carga (p) foi aplicada em um tnico passo no centro
do vao e tem intensidade de 1100 N. A andlise foi
realizada considerando-se dez passos de tempo de At = 10
anos, totalizando uma analise de 100 anos.

Os resultados numéricos para os comportamentos
eldstico e viscoeldstico estdo expostos na Figura 4. Ja o
resultado analitico para o caso eldstico (LEET; UANG;
GILBERT, 2011) foi obtido por meio da Equagdo (50) e
forneceu valor de flecha igual a 10,476:10° m. A geometria
indeformada e as geometrias deformadas para os
comportamentos eldstico e viscoeldstico estdo ilustradas na
Figura 5.

L3
Flecha analitica maxima = m (50)

Pelos resultados, numérico e analitico, para o
comportamento eldstico é possivel observar que o cédigo é
vélido e forneceu resultado preciso. A partir da Figura 4 é
possivel observar que o cddigo consegue descrever o
comportamento de fluéncia (aumento da deformacdo ao
longo do tempo sob tensdo constante) e que este
comportamento pode acarretar em deformacdes adicionais
relevantes dependendo das propriedades do material e das
cargas aplicadas. Neste exemplo tedrico estudado, a viga
apresentou flecha viscoeldstica numérica mdxima de
16,025-10° m em um periodo de aproximadamente 70
anos, aproximadamente 53% superior a flecha eldstica
numérica méxima, que foi de 10,476:10° m. Observa-se
que este problema praticamente ndo apresentou efeitos nio
lineares geométricos devido aos pequenos deslocamentos
verticais que ocorreram. Os resultados apresentados
fornecem uma tendéncia apenas qualitativa do
comportamento de fluéncia visto que a formulagdo ainda
ndo foi calibrada por meio de resultados experimentais
para o material adotado no exemplo.

Figura 4 — Evolucdo da flecha com o tempo na viga biapoiada
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Figura 5 — Geometria deformada da viga biapoiada
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4.2 — Viga biengastada com carregamento concentrado

O segundo exemplo numérico trata de uma viga
biengastada, ilustrada na Figura 6, com carga concentrada
aplicada no centro do vdo e com os mesmos dados de
carregamento, material, geometria e discretizagdo do
exemplo anterior, bem como a estratégia de andlise
adotada. O objetivo desse exemplo € comparar a
contribuicdo da fluéncia no valor da flecha no centro do
vdo com a alteracdo nos tipos de apoios em relagdo ao
exemplo anterior.

Figura 6 — Viga biengastada
P
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Os resultados numéricos para os comportamentos
eldstico e viscoeldstico estdo expostos na Figura 7. Ja o
resultado analitico para o caso eldstico (LEET; UANG;
GILBERT, 2011) foi obtido por meio da Equagdo (51) e
forneceu valor de flecha igual a 2,618-10 m. A geometria
indeformada e as geometrias deformadas para os
comportamentos eldstico e viscoeldstico estdo ilustradas na
Figura 8.

L3
Flecha analitica maxima = m (5D

Figura 7 — Evoluc¢do da flecha com o tempo na viga biengastada
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Figura 8 — Geometria deformada da viga biengastada
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A partir dos resultados apresentados € possivel
observar que para a viga biengastada a contribuicdo da
fluéncia foi menos pronunciada em relacdo a viga
biapoiada. Isso se deve principalmente a diferenca na
distribuicdo das tensdes normais ao longo das vigas nos
dois exemplos, consequéncia da distribuicdo dos esforgos
internos de flexdo, e ao fato do comportamento
viscoeldstico estar relacionado ao nivel de tensdo que um
determinado material estd submetido.

Neste exemplo a viga apresentou flecha viscoeldstica
numérica maxima de 2,868:102 m em um periodo de
aproximadamente 40 anos, aproximadamente 10% superior
a flecha eldstica numérica méxima, que foi de 2,618-10° m.

4.3 — Pértico engastado

O ultimo exemplo numérico trata da andlise de um pértico
formado por uma viga e dois pilares. As ligacdes entre
esses membros sdo consideradas rigidas e as bases dos
pilares sdo engastadas. O portico estd submetido a um
carregamento uniformemente distribuido ao longo de toda
a viga, além, de um carregamento concentrado no né que
une o pilar lateral esquerdo e a viga. A geometria do
portico, a distribuicdo das cargas e as condicdes de
contorno nos apoios estdo ilustradas na Figura 9.

Tanto os pilares quanto a viga, expostos na Figura 9,
apresentam comprimento (L) igual 4 m e foram
discretizados em dez elementos finitos de 0,4 m de
comprimento cada, totalizando trinta elementos na
estrutura. A drea da secdo transversal de cada elemento é
de 2,4-10° m? e a inércia da secdo é de 2,010 m*. Os
moédulos de elasticidade e o médulo de viscosidade sdo,
respectivamente, E; = 189 GPa, E; = 21 GPa e n = 0,02
GPa-anos.

Figura 9 — Pértico engastado
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As cargas foram aplicadas em um tnico passo, com
carga distribuida (w) de intensidade 42.000 N/m e carga
concentrada (p) de intensidade 5.000 N. A andlise foi
realizada considerando-se dez passos de tempo de At = 10
anos, totalizando uma analise de 100 anos.

Os resultados apresentados nas Figuras 10 e 11 se
referem aos deslocamentos do né central da viga nas
direcdes horizontal e vertical, respectivamente. J4 na
Figura 12 sdo apresentadas a geometria indeformada e as
geometrias deformadas considerando-se 0s
comportamentos eldstico e viscoeldstico. E possivel
observar que o comportamento viscoeldstico pode alterar
significativamente a posicdo de equilibrio do pdrtico ao
longo do tempo para um mesmo estado de carregamento.

Neste exemplo o né central da viga apresentou
deslocamento horizontal mdximo de 0,196 m para o
comportamento  viscoeldstico em um periodo de
aproximadamente 70 anos, valor aproximadamente 2,5
vezes superior em relagdo ao deslocamento horizontal
méiximo para o comportamento eldstico, que foi de 0,079
m. Quanto a deformacgdo vertical mdxima, o mesmo no,
para o mesmo periodo de tempo, apresentou valor de 0,166
m para o comportamento viscoeldstico, 6% superior ao
deslocamento vertical mdximo para o comportamento
eléstico, que foi de 0,156 m.

Figura 10 — Deslocamento horizontal ao longo do tempo
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Figura 11 — Deslocamento vertical ao longo do tempo
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Figura 12 — Geometria deformada do pértico
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5 — CALIBRACAO QUANTO AO ESFORCO AXIAL

Com o intuito de demostrar a capacidade de ajuste e
representacdo quantitativa do comportamento de fluéncia
utilizando-se a formulacdo desenvolvida, uma calibragdo
simples, considerando apenas esforcos axiais, foi realizada
com base em resultados experimentais obtidos na literatura
(YOUSSEF, 2010). Esses resultados foram obtidos de
ensaios de fluéncia em barras pultrudadas de Plastico
Refor¢cado com Fibra de Vidro (PRFV), constituidas de
fibras de vidro-E de alta resisténcia (77,3% por volume) e
resina vinil éster. As barras possuem um metro de
comprimento, drea da sec¢do transversal circular de
70,88:10° m? e médulo de elasticidade igual a 46,9 GPa.
Os ensaios se basearam na obtengdo das deformacdes por
fluéncia das barras, ao longo de 10.000 horas, sob estado
de tensdo uniaxial constante em quatro niveis diferentes de
tens@o (15%, 30%, 45% e 60% em relacdo a tensdo dltima
do material, que é de 854 MPa).

No modelo numérico a barra foi discretizada por um
elemento de pdrtico engastado em uma das extremidades e
apoiado na outra extremidade, como ilustrado na Figura
13.

Figura 13 — Barra tracionada

As cargas foram aplicadas na extremidade apoiada e
referem-se as cargas de tracdo que fornecem os quatro
niveis de tensdo ensaiados. Os resultados experimentais,
nos quatro niveis de tensdo, estdo representados por pontos
discretos na Figura 14.
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Figura 14 — Deslocamentos axiais numéricos e experimentais
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A calibrag¢do da formulagdo desenvolvida consistiu na
obtencdo de uma relacdo entre o0 médulo de viscosidade e o
nivel de tensdao que o material estd submetido. Assim, a
partir do ajuste do médulo de viscosidade para cada nivel
de tensdo foi realizada uma regressdo quadritica,
utilizando o método dos minimos quadrados, obtendo-se a
Equagdo (52):

n = 4,4125- 101 + 1,3329 - 1030 — 6,8557- 10702 (52)

Os resultados numéricos obtidos pela formulacdo
calibrada, substituindo-se a Equacdo (52) na Equacio (40),
estao representados na Figura 14 pelas linhas continuas nos
quatro niveis de tensdo e demostram a capacidade de ajuste
da formulagao.

CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentada uma formulacdo
desenvolvida para descrever o comportamento mecanico
viscoeldstico em vigas e estruturas de poértico, mais
especificamente o fendmeno de fluéncia, baseado na
formulagdo posicional ndo linear do Método dos
Elementos Finitos e no modelo reoldgico generalizado de
Maxwell. A formulagao foi implementada
computacionalmente e apresentou capacidade de
representacdo da evolugdo dos deslocamentos das
estruturas com o tempo, sob carregamento estitico, de
forma qualitativa, apresentando perfis de deslocamento e
posi¢des de equilibrio como esperados pela teoria da
viscoelasticidade e como verificado nos trabalhos citados.
Por meio da calibracdo simples apresentada, foi
possivel demostrar a capacidade de ajuste dos parametros
do modelo e de representacdio quantitativa do
comportamento de fluéncia utilizando a formulagdo
desenvolvida. Entretanto, para uma descri¢do quantitativa
do comportamento de fluéncia de uma forma mais
abrangente (adequada ao elemento finito de pdrtico
utilizado na formula¢do) se faz necessdria uma calibracdo a
partir de resultados experimentais de esfor¢os de flexdo em
vigas e pdrticos com materiais e propriedades especificas.
Analisando os exemplos apresentados verificou-se
que o efeito da fluéncia pode ocorrer de forma mais

pronunciada dependendo das condicdes de contorno e da
geometria da estrutura, devido aos niveis e as distribuicdes
de tensdes proporcionadas. Ainda com base nos exemplos
analisados, € possivel perceber que os efeitos da fluéncia
podem gerar deslocamentos adicionais considerdveis em
estruturas submetidas a carregamentos estdticos, conforme
destacado por pesquisas citadas ao longo do trabalho.
Assim, dependendo da aplicacdo, das condigdes de servigo
e das tolerdncias de projeto e de seguranca adotadas, esse
fendmeno de fluéncia ndo pode ser negligenciado, podendo
gerar falhas em periodos longos sob  tensdes
consideravelmente inferiores a tensao limite do material.
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