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RESUMO

Atualmente a incidéncia de carregamento de paredes em lajes é cada vez mais frequente e ndo existe nenhum método de
célculo simplificado que determine os momentos fletores ocasionados por cargas de parede apoiadas diretamente em lajes
armadas em duas dire¢des. Com o objetivo de desenvolver uma formulagdo analitica, foram efetuadas simulagcdes
numéricas utilizando o Método dos Elementos Finitos, de maneira que os valores obtidos serviram de base para o
desenvolvimento do presente método. Foram analisadas combinagdes de vinculacdio (engaste ou apoio simples), variagdes
entre os vaos (razdes entre 0,5 a 2,0) e variacdes da carga de parede aplicada. Os resultados foram validados a partir das
simulagdes numéricas efetuadas e analiticamente pela formulacdo da Teoria de Placas considerando quatro bordos
apoiados. O equacionamento proposto € simples, de facil aplicagdo e apresenta resultados muito satisfatérios.
Palavras-chave: Lajes, Momento fletor, Método dos Elementos Finitos.

ABSTRACT

Currently the incidence of wall loads on slabs is increasingly and there is no simplified method of calculation to determine
the bending moments generated by this kind of load on two way slabs. In order to propose an analytical model for this
problem, some numerical simulations using the finite element method have been applied, in a way that the numerical results
served as basis for the development of the proposed method. It was analyzed all combinations of restrains for the supports
(fixed or pinned), variations between the spans (rates of 0.5 to 2.0) and variations of the wall load on the slab. The results
were validated using the numerical simulations and also the Theory of Plates for the configuration of four edges simply
supported. The proposed equations are simple, easy to apply and presents very satisfactory results.

Keywords: Slabs, Bending moment, Finite Element Method.

1 —INTRODUCAO

Atualmente estd se tornando comum nos pavimentos de
edificios a utilizacdo de vaos cada vez maiores e em muitos
casos sdo dispostas paredes de alvenaria diretamente sobre
a laje (MAGALHAES, 2001).

A busca por maior liberdade de layout dos ambientes
externos e a modulacdo de painéis de laje € uma tendéncia
que tem levado a reducdo no nimero de vigas, causando a
ocorréncia do apoio de paredes em lajes. Com isso hd a
necessidade de dimensionar essas placas para os
acréscimos de momento fletor ocasionados pela carga
linear introduzida.

De um modo geral, a andlise e o dimensionamento de
lajes sd@o feitos por procedimentos numéricos por meio de
teoria classica (Teoria de Czern, Teoria de Marcus ou
Teoria de Grelha) ou métodos mais avangados com uso de
programas computacionais que utilizam, por exemplo,
método dos elementos finitos. Quando da existéncia de
cargas lineares ¢é possivel fazer o lancamento do
carregamento nos softwares, obtendo assim os esforcos

resultantes, possibilitando ao engenheiro a racionalizag¢do
das armaduras utilizadas nesses elementos. Entretanto,
quando ndo hd disponibilidade deste tipo de ferramenta,
ndo hd nenhum método pratico a disposi¢do do profissional
que possa auxilid-lo nesta andlise, uma vez que as teorias
classicas abordam apenas o caso de cargas distribuidas.

O presente trabalho tem como objetivo desenvolver
um procedimento de cdlculo simplificado que possa
determinar os momentos fletores adicionais causados por
carregamento linear centrado em lajes armadas em duas
direcdes. Para tanto, foram estudados os vaos mais comuns,
as combinagdes existentes de engaste e apoio dos bordos e
variacdes da carga linear sobre as lajes.

2 — ANALISE DE PLACAS
De acordo com a relag@o entre os vdos de uma laje ela pode
ser classificada como armada em uma dire¢do ou em duas

direc¢des. Isso ocorre porque quanto maior a relacdo entre
os véos (A), menor serd a transferéncia de carga na direcéo
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do maior vao, tornando as solicita¢des nessa dire¢do muito
pequenas.

Das teorias cldssicas simplificadas empregadas no
cdlculo de momentos fletores ocasionados em lajes
armadas em duas direcdes destacam-se a e a Teoria de
Grashoff e a Teoria de Marcus, ambos originados da Teoria
de Grelhas.

Na Teoria de Grelhas, o célculo aproximado dos
momentos fletores € feito supondo-se que a laje é composta
por uma série de faixas de 1,0 m de largura, independentes
entre si formando uma grelha, submetidas a uma carga
uniformemente distribuida (p). Da andlise de grelhas
determina-se a parcela de carga (quinhdo) que atuard em
cada dire¢@o (py € py). Por igualdade de flechas (f, = f;) e
conhecendo-se as condi¢des de contorno do painel pode-se
entdo determinar os diagramas de momento fletor e forga
cortante. O processo das grelhas apresenta resultados
conservadores quando comparados com a Teoria da
Elasticidade, pois ndo considera a a¢@o favordvel da unido
entre as faixas e ndo leva em conta a acdo dos momentos
torgores.

O processo de Marcus resultou do confronto entre
esses resultados, introduzindo entdo coeficientes de
corre¢do nas expressdes dos momentos fletores positivos
para ajuste dos valores obtidos por meio do processo de
grelhas de modo a aproximd-los mais dos valores reais da
Teoria da Elasticidade. Pinheiro (1988) enfatiza a
importancia  histérica deste método  aproximado,
colocando-o como sendo o mais indicado da fase anterior
aos computadores. Em resumo, os momentos positivos no
centro do vao (Mx e My ) e negativos nos apoios (Xx e Xy)
sdo obtidos pelas Equacdes de (1) a (4) sendo my, my, ny
ny constantes tabeladas em funcdo do tipo de vinculagdo da
laje e da relacdo entre os vaos.

Iy
My = 52 Q)
_ p-lxz
My =52 @
12
Xy = =5 3)
_ p.lx2
Xy = ny (4)

Da Teoria de Placas, decorrem indmeros métodos
simplificados para o dimensionamento de lajes, sendo a
base para aplicacdes numéricas, tanto se utilizando sua
solucdio aproximada por meio de séries de Fourier, como
por meio do Método dos Elementos Finitos (DONIN,
2007).

Admitindo as hipdteses bdsicas para placas delgadas
descritas por Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) e
impondo equilibrio de forcas e momentos para a
configuracdo de laje apoiada nos quatro bordos (Tipo 1
conforme Tabela 7) as Equagdes de (5) a (9) podem ser
aplicadas para o célculo analitico dos momentos resultantes
de um retangulo de aplicag@o de carga na laje.
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2.a 2.b
Em que:

E — médulo de elasticidade do material;

h — altura da placa;

v — coeficiente de Poisson;

w — flecha;

D —rigidez a flexao da placa;

a e b —lados I e 1y respectivamente;

men=1;3;5,7;....;

u e v — lados do retdngulo de aplicagdo da carga em x
e y respectivamente;

& e n — distancias dos eixos x e y, respectivamente, do
centro de aplicagdo da carga;

x e y — coordenadas do ponto em que se deseja obter a
flecha.

Por meio do equacionamento acima se pode simular
um carregamento de parede utilizando uma faixa de
dimensdes u e v posicionada a distincias dos eixos ¢ e 1
obtendo-se os valores dos momentos fletores por método
analitico.

Na atualidade, com o surgimento e evolucdo dos
softwares de andlise estrutural, avaliacdo usando métodos
numéricos, por exemplo o Método dos Elementos Finitos
(MEF), estdo sendo cada vez mais utilizado em problemas
de engenharia. O MEF consiste no principio de dividir o
dominio de integracdo do problema em um nimero discreto
de pequenas regides de dimensdes finitas, denominadas
elementos finitos, interligados por ndés formando uma
malha. Puel (2009) coloca que considerando cada regifio ou
elementos isoladamente, ha a possibilidade de se escolher
fungdes mais simples para representar seu comportamento,
o que possibilita a resolugdo de um problema mais
complexo por vérios outros de simples resolugdo.

0] tamanho dos elementos influencia
significativamente na convergéncia da solucdo sendo
recomendada por Souza (2004) uma razdo unitdria entre a
maior e a menor dimensdo do elemento para elementos
bidimensionais e tridimensionais. Quanto maior a
discretizacdo, mais precisa serd a solucdo, contudo, o
trabalho computacional serd aumentado em fung¢do do
grande nimero de elementos utilizados. Porém, a partir de
certo nivel, o aumento da malha de elementos ja nido gera
melhora na resposta. Assim, Souza (2004) recomenda
malhas mais refinadas em regides sujeitas a concentragdes
de tensdes tais como cantos e reentrancias.
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3 -METODOLOGIA

A metodologia utilizada para atingir o objetivo do presente
trabalho consistiu das seguintes etapas:

e  Andlise das combinacdes de vinculagdes de
engaste e apoio e defini¢do dos diferentes tipos de lajes;

e Discretizagdo e refinamento da malha de
elementos finitos, visando encontrar uma malha de
referéncia com resultados satisfatorios;

e  Determinagdo dos esfor¢cos por MEF por meio do
programa SAP2000 para todos os tipos de lajes definidas e
para A (razdo entre vdos) de 0,5 a 2,0 variando-o em 0,1,
com I, fixado em 5,00 metros e carga de parede (qp) de 7.8
kN/m, o que resultou em 16 estruturas simuladas para cada
situacdo de vinculacdo. O carregamento linear de 7,8 kN/m
utilizado nas simulagdes para obtencdo das constantes foi
definido arbitrando-se uma parede de 0,20 m de espessura
por 3,00 metros de altura e 13 kN/m? de peso especifico.

e  Defini¢do do equacionamento proposto
relacionando momento fletor com qp, vdos e constantes
tabeladas em fungéio do tipo de vinculagdo e A, similar ao
procedimento da Teoria de Marcus.

o Determinacdo das constantes my, my, Ny € Ny;

e  Validacdo da compatibilidade entre os valores dos
momentos obtidos com a formulagdo proposta e pelo MEF
por meio da simulagdo de outras 8 estruturas para cada
configuracdo de vincula¢do, sendo analisado a variacdo da
carga de parede aplicada e dos comprimentos da laje;

e  Validacdo dos resultados obtidos pela formulagdo
proposta na comparagdo com os obtidos pela formulagdo
analitica da Teoria de Placas para a configuracio de quatro
bordos apoiados por meio de 12 simulagdes.

4 - DESENVOLVIMENTO

Nesta secdo sdo apresentadas as simulagdes, andlises e
proposto um procedimento de cdlculo simplificado para
determina¢do dos momentos fletores adicionais causados
por carregamento linear centrado em lajes armadas em duas
diregoes.

4.1 Andlise das vinculagdes e definicdo dos diferentes
tipos de lajes

Para maior similaridade da metodologia proposta com a
Teoria de Marcus, adotou-se a mesma referéncia de
vinculacdo, porém, como a alteracdo da posi¢do da parede
em relacdo as vinculagdes altera o momento em cada
dire¢do, para o procedimento proposto foi necessirio a
criacdo dos casos 2B, 4B e 5B, conforme Tabela 7 (Item 6),
totalizando as nove condic¢des de vinculacdo a seguir:

e  Tipo 1: laje totalmente apoiada;

e Tipo 2: laje com um lado engastado e parede em
perpendicular ao engaste;

e  Tipo 2B: laje com um lado engastado e parede em
paralelo ao engaste;

e  Tipo 3: dois lados engastados perpendiculares;

e  Tipo 4: dois lados opostos engastados e parede em
perpendicular ao engastes;

e  Tipo 4B: dois lados opostos engastados e parede
em paralelo aos engastes;

e Tipo 5: trés lados engastados e parede em
perpendicular a borda apoiada;

e Tipo 5B: trés lados engastados e parede em
paralelo a borda apoiada

e  Tipo 6: os 4 lados engastados.

Por convencdo, lx adotado é sempre na diregdo

perpendicular ao carregamento linear.

4.2 Discretizagdo e refinamento da malha de elementos
finitos

Para o estudo da discretizacdo foram simuladas no
programa SAP2000 quatro lajes modeladas com malha de
elemento "Shell" de 6x6, 10x10, 20x20 e 40x40. A
configuraciio das lajes era tipo 2 de 5,0 x 5,0 metros com
carga de parede de 7,8 kN/m, simulada por forgas aplicadas
nos nés do centro do vdo. A variacdo dos valores de
momento central (Mx e My), na borda engastada (Xy) e da
flecha para as simula¢des encontram-se na Tabela 1.

Tabela 1 — Valores de momento fletor e flecha obtidos.

- SAP2000
el?m.enfos Mx My Xy Flecha
(kN.m) (kN.m) (kN.m) (mm)
6x6 3,88 2,92 -6,23 1,50
10x 10 3,93 2,89 -6,61 1,46
20 x 20 3,95 2,87 -6,91 1,43
40 x 40 3,95 2,86 -7,07 1,44

Da andlise da Tabela 1 percebe-se que a diferenca
entre os valores obtidos da malha de 20x20 para a de 40x40
¢ pequena, ficando a mdxima variagdio em 2,3%,
admitindo-se, portanto, como satisfatéria a discretizacdo
20x20. Essa discretizagdo gera elementos de 25 cm x 25
cm, medida estd que serd usada como padrdo nas demais
simulagdes.

4.3 Determinagdo dos esforcos por MEF

Definida a modulag@o dos elementos shell foram simuladas
lajes com A de 0,5 (Iaje de 5,0 m x 2,5 m) até A de 2,0 (laje
de 5,0 m x 10,0 m) nas nove configuracdes de vincula¢des
com a carga de parede centrada de qp, = 7,8 kN/m. Para as
144 simulacdes obteve-se os momentos fletores centrais
(My, M,) e os momentos nas bordas (X, X,) conforme
ilustrag@o na Figura 1 e Tabela 2.
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Figura 1 — Identificacdo dos momentos em uma laje Tipo 3 e A de
2,0

T

rn
P

Tabela 2 — Valores dos momentos fletores (kN.m) para as lajes
Tipo 3 para gp = 7,8 kKN.m obtidos por MEF
Ix Iy A Mx Xx My Xy

5,00 2,50 050 1,814 -0453 1,614 -3,494
5,00 3,00 0,60 2208 -0945 1,884 -4,204
5,00 350 0,70 2,616 -1,561 2,117 -4,838
5,00 4,00 0,80 3,028 -2,240 2,280 -5,372
5,00 450 090 3432 -2929 2371 -5,796
5,00 5,00 1,00 3,813 -3,588 2399 -6,118
5,00 550 1,10 4,162 -4,191 2,386 -6,353
5,00 6,00 1,20 4,474 -4,731 2338 -6,518
5,00 6,50 1,30 4,746 -5,198 2272 -6,632
5,00 7,00 1,40 4,983 -5596 2203 -6,707
5,00 7,50 1,50 5,185 -5,929 2,144 -6,756
5,00 8,00 1,60 5,354 -6,206 2,096 -6,787
5,00 850 1,70 5496 -6,433 2,063 -6,806
5,00 9,00 1,80 5,613 -6,619 2,038 -6,817
5,00 950 1,90 5,710 -6,770 2,020 -6,823
5,00 10,00 2,00 5,789 -6,892 2,006 -6,827

4.4 Proposta de Modelo Analitico

Analisando as variagdes dos momentos obtidos ao longo
das simulagdes feitas definiu-se uma equacao linear do tipo
A; = (g, X 1;) = C, onde 1 € o lado, i indica a dire¢do (x
ou y), A é o momento a ser calculado, g, € a carga por
metro de parede e C € a constante a ser tabelada.

Os coeficientes C da equagdo foram designados
seguindo os mesmos indices da Teoria de Marcus, assim,
as expressoes propostas sao:

Ap =My > C=m, > M, = 2= (10)

A =My > C=my, > M, =2 (1
y

A =Xy > C=ny—> X, = 2 (12)

ny

qpXly

A =X, ->C=n,-X, = (13)

Nx

De posse dos valores obtidos por meio das 144
simulacdes, obteve-se os valores de my, my, Nx € ny,
isolando-os nas equacdes anteriores, como exemplificado
na Tabela 3.

Tabela 3 — Coeficientes calculados para as lajes Tipo 3

Ix Iy A my Ny my, ny,
5,00 250 0,50 21,50 -86,09 12,08 -5,58
5,00 3,00 0,60 17,66 -41,27 1242 -5,57
5,00 3,50 0,70 1491 -2498 1290 -5,64
5,00 4,00 0,80 12,88 -1741 13,68 -581
5,00 450 090 11,36 -13,32 14,80 -6,06
5,00 500 1,00 1023 -10,87 16,26 -6,37
5,00 550 1,10 9,37 -931 1798  -6,75
5,00 6,00 1,20 8,72 -8,24 20,02 -7,18
5,00 6,50 1,30 8,22 -7,50 22,32 -7,64
5,00 7,00 1,40 7,83 -6,97 24,78 -8,14
5,00 7,50 1,50 7,52 -6,58 27,29  -8,66
5,00 8,00 1,60 7,28 -6,28 29,77  -9,19
5,00 850 1,70 7,10 -6,06 32,14 -9,74
5,00 9,00 1,80 6,95 -5,89 3445 -10,30
5,00 950 1,90 6,83 -5,76 36,68 -10,86
5,00 10,00 2,00 6,74 -5,66 38,88 -11,43

Desse modo foram obtidos os coeficientes para todas
as vinculacdes que compdem a Tabela 7 da Secdo 6.

5 - VALIDACAO DOS RESULTADOS

Nesta secdo sdo comparados os valores dos momentos
calculados pela formulagdo proposta com os obtidos por
novas simulacdes usando MEF e também ¢ feita uma
validagdo pela formulacdo analitica da Teoria de Placas
para a configuracdo de quatro bordos apoiados.

5.1 Validag@o da compatibilidade para variagdo dos valores
da carga de parede aplicada e dos comprimentos da laje

Para verificar a compatibilidade entre o equacionamento
proposto com as constantes determinadas e os valores
obtidos pelo MEF para outras combinacdes de carga e de
vaos, modelaram-se mais 8 casos de lajes sendo 4 casos
com I de 4,00 metros e 1, variando de 2,00 a 8,00 metros e
4 casos com I de 3,00 metros e 1y variando de 1,50 a 3,00
metros. Nestas modelagens foram alterados os valores da
carga de parede entre 5,00 kN/m até 16,00 kN/m. Essa
andlise resultou em nove planilhas comparativas conforme
exemplificado na Tabela 4:
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Tabela 4 — Variacdo entre os momentos obtidos pelo MEF e os calculados pelo equacionamento proposto para as lajes Tipo 1

Ix Iy qp MxMEF  Mxcale. VarMx MyMEF Mycale. VarMy
(m) (m) (kN/m)  (kN.m) (kN.m) (%)  (KN.m) (kKN.m) (%)
4,00 8,00 20 78 6,574 6,573 -0,02 2,225 2,224 -0,04
4,00 6,00 1,5 10,0 7,063 7,063 -0,01 3,113 3,112 -0,04
4,00 400 10 6,0 2,913 2,914 0,05 1,951 1,950 -0,07
4,00 2,00 0,5 14,0 3,137 3,145 0,24 3,068 3,063 -0,17
3,00 6,00 20 5,0 3,162 3,160 -0,06 1,071 1,069 -0,17
3,00 450 1,5 16,0 8,478 8,475 -0,03 3,739 3,734 -0,13
3,00 3,00 1,0 8,0 2,911 2,914 0,12 1,956 1,950 -0,33
3,00 1,50 05 14,0 2,342 2,358 0,70 2,310 2,297 -0,56

MED. 0,12 MED. -0,19

SD 0,24 SD. 0,17

Com os mesmos dados de carga e vados apresentados
na Tabela 4 foram obtidos a média e o desvio Padrdo para
todas as tipologias, mostrados na Tabela 5.

Tabela 5 — Média e Desvio Padrdo das variagdes entre os
momentos fletores obtidos por MEF e os calculados

Da andlise da Tabela 5 nota-se que a variacdo €
pequena, sendo para My e My médias menores do que
1,00% e apresentando os maiores valores nos momentos
dos apoios Xx e Xy, sendo 3,17% * 5,85% e 3,34% +
1,66%, respectivamente, tendo ocorrido as maiores
variagdes nas bordas de momento fletor mais baixo

Var. My Var. Xx Var. My Var. Xy (engaste localizado na condicdo limitrofe de laje armada
Tipo Méd. D% Med. P wmea. DS veq, Des em uma diregdo).
Padr. Padr. Padr. Padr.
(%) (%) (%) (%)
(%) (%) (%) (%) L. - ~
1 012 024 - - 019 017 - . 5.2 /\./ahdagao .da compatibilidade com a formulagado
2 029 060 - S 2028 024 233 152 analitica da' Teoria de Placas para a configuracdo de quatro
2B 0,07 024 046 104 -032 021 - - bordos apoiados
3 027 063 1,23 289 -036 024 2,67 147
4 -0,08 008 - - 0,72 088 252 1,74 Na solugdo analitica de Timoshenko e Woinowsky-Krieger
4B -0,03 0,11 0,05 034 -0,29 0,16 - - (1959) a carga de parede foi simulada como sendo uma
5 024 0,63 1,19 29 -037 029 297 1,50 faixa de 20 cm (u = 0,2 m) aplicada em toda a extensdo da
5B -0,08 0,06 280 584 -073 091 2,83 1,68 laje (v = 1,,) com carregamento centrado (§ = l,/2en=
6 -0.11 009 317 58 -075 090 3,34 1.66 ly/ 2) e coeficiente de Poisson do material de 0,2, como
mostrado na Tabela 6.
Tabela 6 — Comparagio entre os valores obtidos pelo método analitico e pelo método proposto
h(m) 1y (m) 2 qp Mx analit.  Mxcale. VarMx VarMx Myanalit. Mycale. VarMy Var My
* Y (kN/m) (kN.m) (kN.m) (kN.m) (%) (kN.m) (kN.m)  (kN.m) (%)
5,00 10,00 2,0 7,80 8,02 8,22 0,19 2,34 2,63 2,78 0,15 5,47
5,00 7,50 1,5 7,80 6,70 6,89 0,19 2,76 2,99 3,03 0,04 1,39
5,00 5,00 1,0 7,80 4,55 4,74 0,18 3,89 3,12 3,17 0,05 1,42
5,00 2,50 0,5 7,80 2,02 2,19 0,17 7,92 2,09 2,13 0,05 2,18
4,00 8,00 2,0 7,80 6,38 6,57 0,19 2,94 2,09 2,22 0,13 5,84
4,00 6,00 1,5 10,00 6,82 7,06 0,24 3,47 3,06 3,11 0,05 1,73
4,00 4,00 1,0 6,00 2,77 2,91 0,14 4,90 1,92 1,95 0,03 1,75
4,00 2,00 0,5 14,00 2,83 3,14 0,31 10,01 2,98 3,06 0,08 2,67
3,00 6,00 2,0 5,00 3,03 3,16 0,13 3,96 1,00 1,07 0,07 6,46
3,00 4,50 1,5 16,00 8,08 8,48 0,40 4,67 3,65 3,73 0,09 2,32
3,00 3,00 1,0 8,00 2,72 2,91 0,19 6,61 1,90 1,95 0,05 2,32
3,00 1,50 0,5 14,00 2,04 2,36 0,32 13,50 2,22 2,30 0,08 3,54
Média 5,58 Média 3,09
SD 3,23 SD 1,74
Da andlise a variagio dos momentos obtidos metodologia proposta ficaram a favor da seguranca, sendo

analiticamente (My analit. ¢ M, analit.) com os momentos
obtidos pela metodologia proposta (Mx calc. e My calc.)
percebe-se que a variagdo € pequena, sendo para My uma
variagdo de 5,58% =+ 3,23% e para My uma variacdo de
3,09% =+ 1,74%. Percebe-se também que em ambas as
direcdes e em todas as andlises os valores obtidos pela
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superiores aos encontrados pelo método analitico.
6 — APLICACAO DO MODELO PROPOSTO
Todo o procedimento desenvolvido para o célculo do

acréscimo de momento fletor ocasionado por carga linear
centrada em laje encontra-se sintetizado na Tabela 7.
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Na Tabela 7 sdo apresentadas as férmulas em sua parte
superior, as tipologias das lajes com suas representacdes e
constantes na parte central e as notas importantes para sua
utilizagdo no rodapé. De posse dele o engenheiro pode
calcular esforco na laje proveniente da carga de parede
centrada.

Como aplicagdo calculou-se uma laje em concreto
armado conforme Figura 2, com espessura de 10,00 cm (2,5
kN/m?), com carregamento de regularizacbes e
revestimentos de 1,0 kN/m2, com carga de utilizac¢do de 2,0
kN/m?, nas dimensdes indicadas e que recebe uma carga de
parede de 5,0 kN/m (Figura 2).

Figura 2 — Configurag¢do geométrica da laje exemplo

SN SN

N

S 3 00

N 3,80

Tabela 7 — Sintese do equacionamento proposto

CALCULO DO ACRESCIMO DE MOMENTO FLETOR OCASIONADO POR CARGA LINEAR CENTRADA EM LAJE

2 x 1, x 1 x 1
2 L, gy %l _ Gp Xy _ qp Xy qp X Ly
gﬂ,zl— M,=—— M,= —— = — X, = —
z x m, my, Ny TLy
TIPO 1 TIFO 2 TIPO 2B TIPO 3 TIPO 4
v
7
=3
3
=0
L)
=
=
.
* mx my mx my ny mx nx my mx nx my ny mx my ny
0,50| 17,81 9,14 | 2159|1189 | -555 | 17,71 | -37,21| 943 21,50 | -86,09 | 12,08 | -5,58 2498 | 1559 | -675
0,60] 14,60 9,45 17,80 | 12,22 | -5,48 | 1456 | -22,10 | 10,02 | 1766 | -41,27 | 12,42 | -5,57 20,81 | 15,62 | -6,63
0,70 12,27 5,91 15,03 | 12,23 | -5,45 | 12,39 | -15,42 | 11,06 | 1491 | -24,88 | 12,90 | -5,64 17,75 | 15,64 | -6,53
0,80 10,54 10,55 | 12,80 | 12,51 | -546 | 10,86 | -11,92 | 12,36 | 1288 | -1741 | 1368 | -5,81 15,35 | 15,67 | -6,46
0,90] 39,24 11,35 | 11,21 | 1257 | -553 | 977 | -9.86 | 1387 | 11,36 | -13,32 | 1480 | -5,08 13,41 | 15,81 | -5,43
1,00 823 12,31 gas8 | 1360 | -564 | 827 | -856 | 1530 10,23 | -10.87 | 16,26 | -6,37 11,80 | 16,08 | -5,44
1,10 7.46 13,42 | 882 | 1441 | 580 | 838 | -7.62 | 1814 9,37 9,31 | 1798 | -6,75 10,47 | 16,50 | -6,50
1,20 6,85 1468 | 797 | 1534 | -600 | 723 | -7.08 | 20,68 272 -g24 | 20002 | -7,128 9,37 17,02 | -6,60
1,30] 637 16,00 | 728 | 1644 | -623 | 752 | -665 | 23,22 222 750 | 22,32 | -7.62 8,47 17,84 | -6,74
1,40] 5,828 17,62 | 673 | 1762 | 643 | 733 | -633 | 25,72 7.83 -6,27 | 2478 | -814 7,73 18,76 | -6,92
1,50| 5,66 19,28 | 622 | 13,10 -677 | 7,13 | -602 | 2812 7,52 -6,58 | 27,22 | -B66 7,12 19,84 | -7,14
1,60 541 21,07 | 593 | 2061 | -7.08 | 627 | -591 | 30,51 7,28 -6,28 | 29,77 | 9,12 6,63 21,08 | -7.38
1,70] 5,19 22,87 | 563 | 2226 | -7.20 | 685 | -577 | 32,76 7,10 -6,06 | 32,14 | -8,74 6,22 22,48 | -7.66
1,80 5,02 2464 | 538 | 2398 -7.75 | 675 | -566 | 34,84 5,95 -5,85 | 3445 | -10,30 5,88 2402 | -7.95
1,30 487 26,37 | 518 | 2574 | -810 | 667 | -558 | 37,08 6,83 -5,76 | 36,68 | -10,86 5,60 2571 | -8,27
2,00 475 2806 | 501 | 2748 | -847 | 661 | -552 | 39,18 6,74 -5,66 | 38,88 | -11,43 5,36 27,52 | -8,60
TIFO 4B TIPO 5 TIPO 5B TIPO &
m ,)' i,
=3
ht
=0
)
=
=
, .
* mx nx my mx nx my ny mx nx my ny mx nx my ny
0,50 17,62 3794 | 973 | 21,42 | -86,28 | 12,17 | -5,61 | 24,95 | -284,67 | 1560 | -6,76 | 24,92 | -28467 | 15,61 | -6,76
0,60 14,53 -2308 (1076 | 17,53 | -41,71 | 12,73 | -565 | 20,71 | -9308 | 1573 | -665 | 2061 | -92,86 | 1582 | -6,68
0,70 12,50 16,62 | 12,28 | 1480 | -25,71 | 1359 | 584 | 1758 | -4588 | 1594 | -661 | 1743 | -46,10 | 16,26 | -6,70
0,80 11,13 -13,30 | 14,30 12,87 | -18.38 | 1424 | -6,16 | 15,18 | -280¢4 | 1635 | -6,65 | 1502 | -2853 | 17.06 | -6,82
0,90] 10,20 -11,3¢ | 16,82 | 11,50 | -14,50 | 1680 | -6,58 | 13,30 | -1250 | 1700 | -676 | 13,20 | -20,25 | 1830 | -7,10
1,00 9,55 -10,21 | 1983 | 10,52 | -12,23 | 19,12 | -7,20 | 11,82 | -1479 | 1796 | -695 | 11,88 | -1577 | 2001 | -7.46
1,10] 909 945 | 2305| 982 |-10,82 | 21,29 | -7.68 | 1066 | -11,94 | 12,21 | -7.21 | 10,84 | -13,13 | 22,23 | -7.92
1,20 276 893 |2612| 931 | 982 | 2483 -830| 9,76 | -10,10 | 20,78 | -7.53 | w000 | -11,46 | 2495 | -B46
1,30] 852 -858 | 2897| 894 | -9,26 | 2788 | -896 | 5,06 -8,85 22,67 | -791 | 952 -10,36 | 28,18 | -8,06
1,40] 835 -8,34 | 31,73| 867 | -883 | 3080 | -9.64 | B.50 -7.87 2490 | -832 | 912 -961 | 31,91 | -8,62
1,50] 823 -8,17 | 3435| 847 | -852 | 33,74 | -10,33| B.07 -7.33 2744 | -880 | 881 -5,05 | 36,04 | -10,35
1,60 814 -806 | 3686| 831 | -831 | 3643 |-1103| 7.72 -6,86 30,31 | -9.30 | 858 -8,72 | 39,97 | -11,03
1,70 807 -7.88 | 3925| 821 | -816 | 39,02 | -11,73| 7.45 -6,51 3347 | 981 ]| 84 -8,46 | 43,598 | -11,72
1,80] 803 -7.54 | 4161| 812 | -806 | 41,45 | -1242]| 7.24 -6,24 36,72 | -10,34| 828 -8,28 | 46,33 | -12,42
1,90] 800 7,91 | 43,95| 807 | -7.99 | 43,87 | -13,22| 7.08 -6,04 32,80 | -10,89| &.18 -g,15 | 50,00 | -13,11
2,00 7.8 7,88 | 4626| 803 | -7.85 | 46,24 | -13,82| 5,93 -5,88 42,72 | -11,45] 8,11 -8,06 | 52,92 | -13,81

Notas: |, = diregio perpendicular ao carregamento linear: [ em metros: q,, = carga linear da parede em kN/m
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Aplicando a Teoria de Marcus para a obtencdo dos
esfor¢os para as cargas distribuidas:

_ ply? _ 55x3,02

M, = 75 = 22— = 1,98 kN.m 13)
2 2

My, =B = 5980 4 94 kN.m (14)

my 40
2 2

sz_lﬂ%=_5'514=—4,50 kN.m (15)
xz 2

X, = _pl 55807 a5 kN.m (16)
ny 18

Utilizando a metodologia proposta para a carga de
parede aplicada tem-se:

gpXlx _ 50x3,0

M, = =% = =222 = 1,79kN. m (17)

M, = IXly _ 5038 _ o egkN.m (18)
my, 21,63

X, = ‘h;_“x = 5'_"7*73; = —1,94kN.m (19)

X, = IpXly _ 5038 _ 5 53kN.m (20)

ny -7,51

O momento total serd entdo a superposi¢do dos
momentos obtidos pelo Método de Marcus com os obtidos
pelo método proposto:

My ot = 1,98 + 1,79 = 3,77kN.m 1)
My orar = 1,24 + 0,88 = 2,12kN.m (22)
Xy ora = =450 — 1,94 = —6,44kN.m (23)
Xy totar = —2,75 — 2,53 = —5,38kN.m (24)

Da andlise dos esforcos obtidos observa-se a ordem de
grandeza entre os valores envolvidos. Para My e Xy o
momento fletor proveniente da carga distribuida e da carga
linear foi préximo. Isso mostra que a andlise do
carregamento de parede sobre laje deve ser feito com
critério e que estimativas sem pardmetros podem
comprometer o dimensionamento. A Figura 3 ilustra os
momentos fletores obtidos com a formulac¢io proposta.

Figura 3 — Diagrama de momentos fletores da laje de exemplo
-6,44

3,80

3,00

5385
W

212

Na Tabela 8 sdo apresentados os resultados obtidos
utilizando o Método dos Elementos Finitos, o Processo de
Marcus e o processo ora aqui proposto.

Tabela 8 — Comparagdo entre os Momentos obtidos por MEF,
Processo de Marcus e Processo Proposto

Distribuida
SAP Marcus Var.

Esfor¢co (kN.m) (kN.m) (kN.m) Var. (%)
Mx 2,20 1,98 -0,22 10,00
My 1,47 1,24 -0,23 15,65
Xx -4,46 -4,50 -0,04 -0,90
Xy -3,79 -2,75 1,04 27,44

Aplicada
SAP Calc. Var.

Esforco iNm)  kNm)  kNemy V()
Mx 1,79 1,79 0,00 0,00
My 0,89 0,88 -0,01 1,12
Xx -1,94 -1,94 0,00 0,00
Xy -2,45 -2,53 -0,08 -3,27

TOTAL
SAP Marcus + Var

Esfor¢co (kN.m) ( 1512\‘11(;1 : (kN.m) Var. (%)
Mx 3,99 3,77 -0,22 5,51
My 2,36 2,12 -0,24 10,17
Xx -6,40 -6,44 -0,04 -0,63
Xy -6,24 -5,38 0,86 13,78

Da andlise das variagdes ocorridas para a carga
distribuida tem-se uma diferenca de até 1,04 kN.m entre o
momento obtido pelo MEF e o Método de Marcus, variagdao
de 27,44% contraria a seguranca. J4 para a carga aplicada, a
maior variagdo foi de -0,08 kN.m, diferenca de 3,27% a
favor da seguranca.

Da andlise dos momentos finais, resultados dos dois
carregamentos, percebe-se que a variagdo significativa é
resultado do procedimento para o carregamento distribuido
e que o método proposto por este trabalho além de
apresentar baixa variacdo, colabora para a redugdo da
variagdo no momento fletor total.

CONCLUSAO

Conforme pode-se observar, o modelo proposto apresenta
resultados consistentes quando comparados as simulagdes
por MEF e pela Teoria das Placas, uma vez que as
validagdes apresentaram uma diferenca de valores muito
pequena. A variagdo dos valores obtidos entre o
equacionamento proposto e os encontrados com o uso do
MEF ficou com a maior diferenca em Xy de 3,17% +
5,85%, sendo as maiores variagdes a favor da seguranga. A
variagdo dos momentos obtidos analiticamente com os
momentos obtidos pela metodologia proposta ficou com
maior diferenca em My de 5,58% + 3,23%, sendo todos os
valores a favor da seguranca.

Conforme foi demonstrado no exemplo de aplicacdo
proposto, o método € simples e prético. O roteiro € similar
ao Método de Marcus, consistindo em enquadrar o tipo de
laje, calcular a relacdo entre os lados (L), obter os
coeficientes de tabelas e calcular o momento fletor
adicional ocasionado pela carga aplicada.

Finalmente, pode-se concluir que o equacionamento
proposto pode ser de grande validade na determinagdo dos
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momentos  fletores adicionais causados por um
carregamento linear centrado em lajes armadas em duas
direcdes ou para a verificacdo dos resultados automaticos
gerados por ferramentas baseadas no Método dos
Elementos Finitos.
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