@ Ciéncia & Engenharia (Science & Engineering Journal) ISSN 1983-4071

23 (1): 123 — 132, jan. — jun. 2014

METODO MATRICIAL NA TEORIA DA PROPAGACAO DE ONDAS ELASTICAS
EM MEIOS POROSOS ESTRATIFICADOS

MATRIX METHOD OF THE PROPAGATION THEORY OF ELASTIC WAVES IN STRATIFIED
POROELASTIC MEDIUM

Mircia Miranda Azeredo!, Viatcheslav Ivanovich Priimenko?
Universidade Estadual do Norte Fluminense Darcy Ribeiro
'E-mail: marcia578 @gmail.com
2E-mail: slava211054 @gmail.com

RESUMO

A teoria cldssica da poroelasticidade de Biot, desenvolvida em meados da década de 1950, descreve teoricamente a
propagacdo de ondas eldsticas através de um meio poroso contendo fluido. Esta teoria vem sendo consideravelmente
aplicada em vdrios campos relacionados com o meio poroso: exploracdo sismica, caracterizagdo de reservatérios de 6leo
gds, geofisica ambiental, sismologia de terremoto etc. Neste trabalho foi utilizado o formalismo de Ursin com a proposta de
se criar um método efetivo na andlise da propagacdo de ondas eldsticas em um meio 3D poroso e estratificado, em que os
parametros do meio sdo caracterizados por fungdes constantes por partes de uma udnica varidvel, a profundidade. A fonte
sismica e o receptor que foram considerados no estudo podem estar localizados em qualquer ponto do meio. De modo geral,
mostra-se aqui um método capaz de solucionar analiticamente o sistema das equagdes de Biot e que pode servir como base
para o desenvolvimento de um eficiente algoritmo computacional.

Palavras-chave: meio poroeldstico estratificado, teoria de Biot, formalismo de Ursin, modelagem matemadtica, solug¢do
explicita.

ABSTRACT

The classic poroelastic theory of Biot, developed in the 1950’s, describes the propagation of elastic waves through a porous
media containing a fluid. This theory has been extensively used in many fields dealing with porous media: seismic
exploration, oil gas reservoir characterization, environmental geophysics, earthquake seismology, etc. In this work, it was
used the Ursin formalism to create an effective method for the analysis of propagation of elastic waves through a stratified
3D porous media, where the parameters of the media are characterized by piece-wise constant functions of only one spatial
variable, depth. In addition, it was considered that the source and the receiver could be localized in any point of the
medium. Therefore, it was showed that the method is useful to construct the explicit solution of the Biot’s equations, and
this method can be a base to the development of an efficient computational algorithm.

Keywords: stratified poroelastic medium, Biot’s theory, formalism of Ursin, mathematical modeling, explicit solution.

1 - INTRODUCAO

Um meio poroso que apresenta a caracteristia de voltar ao
seu estado inicial apds sofrer deformacdo € chamado de
meio poroeldstico. Os materiais poroeldsticos sdo
amplamente utilizados na engenharia e geofisica, em
especial caso quando sdo preenchidos por fluido.

A teoria da poroelasticidade descreve, por meio da
modelagem matemdtica, o comportamento mecénico dos
meios porosos preenchidos por fluido. Este comportamento
pode ser observado quando o meio é submetido a um
esfor¢o externo, como por exemplo, o esfor¢co causado pela
explosdo de uma fonte sismica (dinamite). No momento
em que isto acontece, parte da carga aplicada ao meio é
transferida ao fluido existente nos poros, o que resulta num
excesso de pressdo e provoca a expulsdo de uma porc¢ao do
fluido. Com isto, a pressio em excesso ¢ dissipada
transferindo a descarga, em forma de tensdes, para a parte
s6lida da rocha, resultando entdo na deformagdo do meio.

Inicialmente, a teoria da poroelasticidade foi
desenvolvida pelo engenheiro eletricista e pesquisador
belga Maurice Biot. Entre 1935 e 1962, ele publicou uma

série de artigos que fundamentaram tal teoria, atualmente
conhecida como teoria de Biot. Suas publicacbes mais
famosas podem ser conferidas em Biot (1956a) e Biot
(1956b).

Como o solo é um material poroeldstico, a teoria de
Biot € essencial em algumas dreas, tais como, exploracdo
de 6leo, deteccdo de gds-hidrato, monitoramento sismico
de armazenamento de CO», hidrogeologia, dentre outras.

O conhecimento dos fendmenos associados a
propagacdo das ondas sismicas e suas relacdes com as
propriedades fisicas do reservatério € de grande
importdncia para a interpretacdo de dados sismicos
realizada no estudo de reservatérios. Uma forma de
analisar os efeitos causados pelas propriedades fisicas das
rochas nas secOes sismicas é por meio da modelagem
numérica.

A maior diferenga entre campos de ondas em meios
poroelasticos e puramente eldsticos € a existéncia da onda
compressional do segundo tipo, também chamada de onda
lenta, em adi¢do as ondas convencionais compressional e
cisalhante existentes nos campos eldsticos. Como
consequéncia disto, a amplitude do campo de onda sofre
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atenuacdo devido as perdas da energia na presenca de
fluido viscoso. Tais peculiaridades do processo trazem
certas dificuldades na modelagem da propagacdo de ondas
em meios poroeldsticos.

Os trabalhos de Thomson (1950), Haskell (1953),
Brekhovskih (1960), Kunetz e d'Erceville (1962), Ursin
(1983), Molotkov (1984), Akkuratov e Dmitriev (1984) e
Fat'yanov (1990) sdo dedicados ao desenvolvimento e
aplicacdo de métodos analiticos para andlise de propagacdo
de ondas em meios puramente elasticos estratificados. Por
outro lado, quando se trata de meios poroeldsticos, as
solugdes analiticas existentes sdo, em geral, limitadas. Isto
ocorre devido a simplicidade dos modelos geoldgicos que
sdo considerados nos estudos, como se pode observar, por
exemplo, em Allard et al. (1989), Baird et al. (1999) e
Molotkov (2002). Entretanto, estas solu¢des proporcionam
maior credibilidade nos resultados das andlises de
propagacdo de ondas eldsticas em meios porosos quando
os mesmos sio obtidos a partir de métodos numéricos, tais
como, diferencas finitas, pseudoespectrais e elementos
finitos. Além disso, as solugdes existentes sdo amplamente
utilizadas na elaboracdo de métodos efetivos capazes de
solucionar problemas inversos associados com o sistema
de Biot.

O objetivo desta pesquisa é desenvolver um método
matricial capaz obter a solucdo analitica das equacgdes de
Biot. Este método baseia-se no formalismo apresentado em
Ursin (1983), o qual foi anteriormente utilizado apenas na
construcdo da solugdo de problemas relacionados a
propagagdo de ondas em meios eletromagnéticos (sistema
de Maxwell) ou eldsticos puros (sistema de Lamé).

Para o desenvolvimento desta pesquisa, considera-se
um meio geoldgico 3D estratificado formado por camadas
homogéneas e isotrépicas, o que aumenta a complexidade
do problema apesar de aproximéi-lo de situacdes reais.
Além disso, pode-se observar que a estrutura matricial da
solucdo e o método da sua construcdo t€ém importancia
significativa para a elaboracio de um algoritmo
computacional numericamente eficiente.

2 — O MEIO POROSO E O MODELO GEOLOGICO

O meio poroso natural (rocha reservatério) é composto de
uma fase sélida granular com espacos vazios entre 0s
grdos, em que estes espacos podem ou ndo estar
preenchidos por fluido e/ou gés.

Neste trabalho foi considerado que os poros do meio
estdo interconectados e completamente preenchidos por
fluido.

A interacdo fisica e quimica neste caso é mais
complexa do que em um meio monofasico. Desta forma,
um volume elementar infinitesimal ¢ utilizado para
representar todas as propriedades fisicas do meio, que sdo:
porosidade, permeabilidade, saturacdo, propriedades
eldsticas, propriedades elétricas e propriedades térmicas.
Além disso, considera-se que o meio utilizado como objeto
de estudo é formado por tr€s componentes: o esqueleto
s6lido (ou matriz porosa), o fluido que preenche os poros e
o material sélido ou graos que formam o esqueleto. Sendo
assim, o volume elementar pode ser visto como a

sobreposicdo no tempo e no espaco de dois meios
continuos: a matriz porosa € a regido vazia preenchida por
fluido (ver Figura 1).

Figura 1 — Sobreposicdo da fase sélida e da fase fluida de um
material poroso

Fase fluida

Fase sélida

Meio poroso

O modelo geoldgico considerado para efeito de estudo
¢ formado por camadas horizontais de materiais
poroeldsticos homogéneos e isotrépicos, como mostrado na
Figura 2. De forma geral, os pardmetros fisicos do meio
sdo caracterizados por fungdes constantes por partes, ja que
sdo constantes em cada camada e variam somente de
acordo com a profundidade x; = z.

Figura 2 — Sec¢@o transversal de um modelo geoldgico com quatro

camadas
-

3 — SISTEMA DE BIOT

Para cada ponto X = (X1,X,,X3) € R3, as equacdes da
poroelasticidade de Biot no dominio da frequéncia
temporal w € R sdo dadas por:

—w?(pu+pw)=V-t+F
K
—iow = ﬁ(—Vp + w?paa + w?pgw + f) (3.1)

T=QV-u+CV-w)l+ G(Vu+ VuTl)
-p=CV-u+MV-w

A influéncia da fonte no meio material é definida nas
equacdes de Biot por F = (F,F,, F3) e f = (f, f,,f5), em
que estes representam o campo de for¢a imposto na matriz
s6lida e na fase fluida, respectivamente.

As varidveis das equagdes sdo: u = (uy,u,,uz), O
campo de deslocamentos da fase sélida; w = (wy, w,, ws),
o campo de deslocamentos relativos do fluido; T, o tensor
de tensdes bulk do meio; e p, a fungdo escalar da pressdo
de poro.

Os pardmetros materiais que aparecem nas equacdes
de Biot sdo: A e G, os parimetros de Lamé; C e M, os
moédulos de Biot; p, a densidade bulk do meio; pf, a
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densidade do fluido; pg , a densidade efetiva do fluido; k, a
permeabilidade; e 1, a viscosidade do fluido. Em (3.1), I é
a matriz identidade 3 X 3.

A primeira e segunda equagdes apresentadas em (3.1)
representam as equacdes do movimento, as quais podem
ser obtidas a partir da segunda Lei de Newton para cada
fase separadamente (sélida e fluida). A terceira e quarta
equagdes mostradas em (3.1) sdo as equacdes constitutivas,
que relacionam pardmetros poroeldsticos do meio com as
grandezas de interesse consideradas (tensdo,
deslocamentos e pressdo). As equacdes constitutivas
podem ser obtidas a partir da Lei de Hooke para meios
poroelasticos (Carcione, 2007).

3.1 Condicdes de Fronteira

Sejam u = —iwu e W = —iww,a velocidade da fase
s6lida e a velocidade relativa do fluido no dominio
espectral, respectivamente. De acordo com Carcione
(2007), na interface entre duas camadas homogéneas do
meio geoldgico que estd sendo considerado, as seguintes
varidveis sdo continuas:

ui’ W3J Ti3, P» ie {1.2,3} (32)
Além disso, na superficie livre do meio poroso, ndo
existem restricdes para o deslocamento, isto porque o meio
encontra-se livre para se movimentar. Por esta razdo, as
componentes de tensdo e a pressio de fluido desaparecem.

Sendo assim, as condi¢des naturais na superficie livre sdo
T3 =Ty =T33 =0, p=0 3.3)

4 — FORMATO URSIN - SISTEMA DE BIOT COMO

UM SISTEMA DE EQUACOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS

A partir das ideias apresentadas em (Ursin, 1983), o
sistema de equacdes diferenciais parciais de Biot (3.1)
pode ser escrito como dois sistemas desacoplados de
equagdes diferenciais ordindrias lineares, os quais seguem
o seguinte formato:

id:t(m) = —iwM™ @M + st m =12

e 4.1

Em que: @™ ¢ um vetor 2n X 1 formado pelas
variaveis do sistema, SM ¢ ym vetor 2n X1 que
representa a fonte ¢ M(™ é uma matriz 2n X 2n definida
em blocos dada por:

4.2)

M = [ 0 Ml(m)]

M,™ 0
Em que: Ml(m) e Mz(m) sd0 matrizes simétricas.

O primeiro passo a ser tomado em direcdo do
formalismo de Ursin, é substituir o sistema de equacdes
diferenciais de Biot nas varidveis X;, X, € X3 por um
sistema de equagdes diferenciais que dependa apenas da

varidvel x3 = z. Para isso, aplica-se a transformada de
Fourier bidimensional das coordenadas laterais x; e X, no
sistema de Biot (3.1), em que a transformada de um campo
X(x4,X5,2) é dada por:

X(ky, ky,z) = F[X] = f fe_i(klxl+k2X2)X(x1,x2,z) dx,dx,
o 4.3)
Neste caso, (kq,k;)T é o vetor do nimero de

onda horizontal, e:

k
k= /k12+k22, y==

sdo a magnitude do nimero de onda horizontal e a
vagarosidade horizontal, respectivamente.

Além disso, a transformada inversa de Fourier
bidimensional de X é

(4.4)

X(x1,%z,2) = FHX]
_ 1
T 4n?

4.5)

f f elkixa+tkeX)R (k. k,, 7) dk, dk,

—00 —00

Aplicando a transformada (4.3) no sistema de Biot
) obtem-se a representagdo do sistema em termos de
w7, p.

Ap0s, observa-se que o sistema pode ser simplificado
caso seja realizada uma mudanga de coordenadas. Sendo
assim, ao invés de ser utilizada a base candnica
{e1,e,,e3}, considera-se para cada nimero de onda
(k4,k,)T uma nova base ortogonal cuja matriz mudanca de
base é:

3.1
Ff

ko Kk
% ¥
Q= k, k; | (4.6)
"% % O
| |
0 0 1

Sendo assim, 0s termos que aparecem no sistema de
Biot (3.1) sdo escritos na nova base da seguinte forma:

4.7

As varidveis que compdem o vetor @™ devem ser
escolhidas de forma que as condicdes de fronteira em uma
interface entre dois meios heterogéneos sejam satisfeitas se
®™ for continua por meio desta interface. Logo, de
acordo com (3.2), os vetores com as variaveis do sistema 1
e do sistema 2 sdo, respectivamente:

oW = [ﬁs»'f13»_‘7v3»'f33' ﬁ1»ﬁ] c,
) 4.8)
@ = [Tz, T23]

Define-se:

B = [CZ — M(A + 2G)] L. 4.9)
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Assim, para o sistema 1, as submatrizes sio:

Ml(l) —
—BM ] By(C? —aM) —BC ]
. iwpgik B 2erez __lopeyk
IBy(C M) p+ s 4BY2G[C2— MO+ G)]  2ByGC Tien |
| iwpsyr iwy?k |
| -BC 2BY6C — = —B0+20) + =
e (4.10)
p Y —Pf
1
M =Y 3 0
—N+iwkpg (4.11)
—pr 0 iwk

E o vetor fonte para este sistema é dado por:

= i LI ik
s = [0, -F _@Lfl, !
N—10KPE N—10KPE

- - . 1T
B—h0E| @12

Enquanto que, para o sistema 2, as submatrizes s@o
mais simples, como a seguir:

1
M. @ — H (4.13)

! G

2) _ iwpe?K
M, = [p - Gy? + | (4.14)
Além disso, o vetor fonte neste caso €:
- iopge - T
s@ — [0, _f, — 0P fz] (4.15)
N — 1WKPE

As variaveis W,, T;; € T,, dependem apenas da
1 11 22
soluc@o encontrada para o sistema 1 e sdo dadas por:

Wi = (—if)k + iwpeli; + fl), (4.16)

1 — IwKpg
%11 = B{—4YG[C? — M(A + Q)] + (C? — AM)T35 + 2GCP),  (4.17)
&
%,2 = B[—2YG(C? — AM){; + (C? — AM)%3;3 + 2GCP]. (4.18)

Analogamente, as varidveis W, e T;, dependem
apenas da solucdo encontrada para o sistema 2. Assim:

iwkpr < K %

2t N-iwkpg f,e (4.19)

\7\72 = -
N—10KPE

%, = —Gyii,. (4.20)

5 - DIAGONALIZACAO DE URSIN

De acordo com Ursin (1983), a solugdo analitica do
sistema:

d
—® = —-ioMP 5.1
dz
Em que:
0 M,
= 5.2
M=[w. o (52)

pode ser decomposta em duas partes: ondas ascendentes e
ondas descendentes. Para que isto aconteca é preciso
aplicar o método de diagonalizagdo de Ursin a matriz M,
como serd feito adiante.

Suponha que M;M, possui n autovalores nio nulos e
distintos designados por gy, %, os quais estdo associados aos
autovetores b,. Assim:

M;M;b,,, = qm’by (5.3)

Define-se:

1
Ym = —M;by, 5.4

m

Em que: qm =+/qm?. O valor da raiz quadrada serd

escolhido de forma que Im(qy,) =0 e, se q for real,
dm > 0.

Multiplicando (5.4) por M,M; e utilizando a equagdo
dada em (5.3), obtém-se:

M, M.y, = quYm (5.5)

O que significa que yy, ¢ autovetor de M,M; associado ao
autovalor q,>.

Da defini¢do dada em (5.4), tem-se que:

M;by, = qm¥Ym (5.6)

Além disso, multiplicando (5.4) por M; e utilizando
(5.3), chega-se a:

M;¥m = qmbm 5.7

Logo, de (5.6) e (5.7), pode-se dizer que q, ¢
autovalor da matriz M dada em (5.2) associado ao
autovetor [by,,y,]T.

Seja L; uma matriz n X n em que sua m-ésima coluna
¢ formada por b, e seja L, uma matriz n X n em que sua
m-ésima coluna é formada por y,,. E possivel verificar
que:

LN =1, 69

Seja A uma matriz diagonal em que as entradas da

diagonal sdo formadas por q,,. Por meio da definicdo dada
em (5.4) e da Equagao (5.8), tem-se,

M, = LZALZT (5.9)

Além disso, a partir das igualdades (5.7) e (5.8), pode-
se verificar que:
M; = LAL," (5.10)

Seja L a matriz 2n X 2n definida em blocos dada por:

_ 1L L1] (5.11

N LR P
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E seja A a matriz diagonal:
A=[o Sl
0 —-A

Assim, de acordo com (5.9) e (5.10), conclui-se que a
matriz M pode ser diagonalizada da seguinte forma:

(5.12)

M= LAL! (5.13)

Em que: a partir da Equagio (5.8), a matriz L™ ¢ dada

por:

et S

5.1 — Autovalores e autovetores para o sistema 1

Os autovalores distintos para o sistema I sdo dados por:

(am®)’ =y + B(Cpf—ﬁMp—%OﬁZG) (%:EK)) (.15

i%B(\/(iO\ +26) (%:EK) - Mp)2 —4 (Mpf —i (%‘) c) Cp- A+ zc)pf)>,e
m=1,2;

1 ip?kw
(@)= -y’ +¢ <p + n_pim> (5.16)
Em (5.15), quando m = 1, considera-se a presenga da
onda P (sinal positivo) e quando m = 2 hé a presenca da
onda lenta de Biot (sinal negativo). J4 a igualdade (5.16),
refere-se a presenca de ondas cisalhantes verticais.
Os autovetores do sistema 1 sdo:

-1
b® = 3, [2ij,m =1.2 G.17)
&m
— 1
@ _ G( 7\( )) } (5.18)
S
w1
[vor ()
2y?G = p — prém
a
v = 5 v ,m=12e (5.19)

iwpgk
dm pr(Q) t

2yG
sl ] (5.20)
0
Em que
=7 e e
<<O‘_mﬁ):”2>_ cpf+i(}‘$)+2G)("if%()> (5.21)
AD
— — , = 1‘2’
- Ju— R
- A
2= \/mj (5.23)

5.2 — Autovalores e autovetores para o sistema 2

Para o sistema 2 haverd apenas um autovalor
correspondente as ondas cisalhantes horizontais, o qual é

dado por:
1 ip?rw
Y2 = _y2 4 = _Pem 5.4
@) Y +G(p+<n_iwaK>> (5.24)

Os autovetores para o sistema 2 sdo:

b® = (5.25)

[rel-<

y@ = [ /Gq(Z)]

6 — SOLUCAO SEM A PRESENCA DE FONTE

(5.26)

Para encontrar a solucdo do sistema de Biot no meio
geoldgico  considerado nesta  pesquisa, obtém-se
inicialmente a solugdo no interior de uma camada
homogénea sem a presenca de fonte. Em seguida,
verificam-se as condi¢des de salto nas interfaces entre as
camadas e, por ultimo, as possibilidades de se obter a
solucdo no interior de qualquer camada quando hd a
presencga de uma fonte sismica.

Em um meio homogéneo com auséncia de fontes o
vetor S € nulo. Assim, no interior de uma camada, tem-se
um sistema de equagdes diferenciais ordindrias conforme o
mostrado em (5.1).

Escrevendo @ com respeito a
obtida na sec¢do anterior, tem-se:

base de autovetores

Y = L~ 1®, ou seja, (6.1)

& =LY (6.2)

Substituindo (6.2) em (5.1) e utilizando a Equacdo

(5.13), é obtido o seguinte sistema de equacdes diferenciais
ordindrias:

d -
— ¥ = —jwAY (6.3)
dz

Cuja solug@o com condig@o inicial ¥(zg) é:
W(z) = e—imlv\(z—zo) lp(zo) (6.4)

Esta solugdo pode ser escrita da seguinte forma:

_JU
= [D] 6.5)
Em que: U e D sdo vetores de dimensdo n X 1 e sdo
interpretados como ondas ascendentes e ondas
descendentes, respectivamente (Ursin, 1983). Assim, a

Equacdo (6.4) para um meio homogéneo com auséncia de
fontes pode ser escrita como:
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e—imA(z—ZO)U(ZO) (66)

q’(z) = e—imA(Z—zo) D(ZO)

A onda, ao atravessar diferentes camadas do meio
geologico, ird se deparar com uma superficie de
descontinuidade z =7Z entre elas. Assim, € preciso
determinar as condicdes de salto nesta superficie. Para isto,
denotam-se com o sobrescrito (4+) as quantidades
avaliadas imediatamente abaixo da interface, enquanto que
(—) representa quantidades avaliadas exatamente acima da
interface.

De acordo com as condi¢des de fronteira sabe-se que
& ¢ continua por meio da interface z. Logo:

eT=0" 6.7)
O que implica, conforme (6.2), em:
L*"®P*t =L"¥- (6.8)
Seja J a matriz de salto dada por:
J= @)™ (6.9)

De acordo com (5.11) e (5.14) tem-se:

-l
Em que:
1
Ja= E[(L2+)TL1_ + (L1+)TL2_]
T pre — e (6.11)
o =512y = (1)L, T]

Utilizando a Equacdo (5.8) pode-se verificar que:
]_1 — [ ]AT _]BT]
—Jg" Ja"

Assim, as condi¢des de salto numa interface entre
duas camadas homogéneas sio:

6.12)

Pt =JP-, e (6.13)

p- =yt (6.14)

E, por meio destas, é possivel relacionar as solucdes
abaixo e acima da interface, conforme mostrado na Figura
3.

Figura 3 — Interface entre duas camadas
y-
lp +

interface

Para analisar a solu¢do do problema em qualquer
posi¢do do modelo geolégico, considera-se um meio
estratificado com N interfaces localizadas nas
profundidades 0 <z; <z, < <zy <o, como pode
ser observado na Figura 4.

Figura 4 — Meio estratificado com N interfaces

Ar

— o]
Yot

L
W~ z,
W,

w,
W, 2,

Zy-g

l‘IJN-'I“-
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Denota-se, com o subscrito m as solu¢des avaliadas
entre as interfaces z,, e Zp,.q, €m que a espessura desta
camada € dada por:

AZy = Zms1 — Zm» m=12,..,N-1 (6.15)

Assim, W~ representa a solucdo imediatamente
acima da interface z,,; enquanto que ¥,* representa a
solucdo imediatamente abaixo dez, (Figura 4). Além
disso, a matriz J,,, representa a matriz de salto na interface
Zm-

Estabelecidas as notagdes, observe a ultima interface
zy. Pode-se afirmar que, de acordo com a condicdo de
salto (6.14):

Py T = (6.16)

Sabendo-se que a camada abaixo de zy € infinita, ndo
haverd ondas refletidas nesta camada, o que implica em
Uy* = 0. Logo, de acordo com (6.10), tem-se:

Un-1” = —Jen'Dy'e (6.17)
Dy = _]A,NTDN+ (6.18)
Destas relacdes chega-se ao seguinte resultado
Un-i =InDn-1 ) (6.19)
Em que:
In=—UsnDJan)? (6.20)

E a matriz de reflexdo na dltima interface. Sendo
assim, uma vez conhecida a onda incidente na interface zy
¢ possivel encontrar a onda refletida por esta mesma
interface, como pode ser observado na Figura 5.

Figura 5 — Ondas na interface zy
Dur Uy~

N1 N-1
Wna
\/ Zy

Wy D+
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De acordo com (6.17), (6.19) e (6.20), verifica-se que:
Dyt = TyDnoy” (6.21)

Em que:
Ty = Jan )~} (6.22)

E a matriz de transmissio da interface zy, pois
permite obter a onda transmitida por esta interface quando
a onda incidente na mesma € conhecida.

Utilizando as condicdes de salto (6.13) e (6.14), e
também utilizando a expressdo (6.4) para a solugdo no
interior de uma camada, serdao encontradas as matrizes de
reflexdo I, e transmissio T, em uma interface z,,
qualquer.

Para isto, obtém-se inicialmente o seguinte resultado:

- _ T JiwApAz - T —iwApAz -
Um _]A,m € m mUm+1 _]B,m € m mDm+1

D, = _]B,mTeimAmAszm+1_ + ]A,mTe_imAmAszm+1_
. ~ . N 6.23
A partir das equagdes anteriores, chega-se a (6:23)
Upy =TDm-17) (6.24)
Em que:
~ = -1
Iy = (]A,mTrm+1 - ]B,mT)(_]B,mTrm+1 + ]A,mT) , (6.25)
e
f‘m+1 — eiwAmAzmrm+1eiwAmAzm_ (6.26)
Além disso, tem-se que
Dyt = TDm-1", (6.27)
Em que:

T = Ty4qe'@AmiZm (_]B,mTf‘m+1 + ]A.mT)_l' (6.28)

De acordo com (6.24) e (6.27) observa-se que quando
a onda D,,_;~ incidente na interface z,, ¢ dada, pode-se
calcular a onda refletida U,;,_;~ por essa mesma interface e
a onda transmitida Dy * pela tltima interface por meio das
matrizes de reflexdo e transmissdo. Além disso, utilizando
o principio de indu¢do matemadtica é possivel verificar que
a matriz de reflexdo I}, € simétrica.

A partir das equagdes (6.20) e (6.22), todas as
matrizes de reflexdo e de transmissdo podem ser
computadas por recursdo usando (6.25) e (6.28). Estas
matrizes sdo essenciais para o cdlculo da solugdo do
sistema em um meio estratificado.

7 - SOLUCAO COM A PRESENCA DE FONTE

Assume-se que o vetor da fonte, quando esta se encontra
localizada a uma profundidade zg, é dado da seguinte
forma:
S =5S08(z — z5) + $:8'(z — z5) (7.1)
Em que: Sy e S, s@o independentes de z e & representa
o Delta de Dirac.
Seja:

q)o =¢ — 516(2 - ZS) (72)

E possivel observar que ®, satisfaz o sistema (4.1), ja

que:
d , .
ECDO = —ioM®, + (Sp — iwMS;)8(z —z5)  (7.3)
Sejam S, e Sg vetores n x 1 definidos por:
Sal _; (7.4)
Sg = ioMS; — Sy .

Uma fonte do tipo dinamite gera uma forca na fase
solida e fluida dada pela Equacao (7.5):
F(x) = f(x) = —h(w)Vo(x — xy), (7.5)
Em que: x; = (0,0,z5)T corresponde & posicio da
fonte ¢ h(w) é o espectro do momento sismico H(t), o
qual representa a funcdo matemdtica da fonte.
Aplicando a transformada bidimensional de Fourier

(4.3) em (7.5) e, em seguida, fazendo a rota¢do de acordo
com (4.6), obtém-se:

F(ky,kp,2) = f(ky,kp,2) = —h(w)[ik8(z — z5), 0,8 (z — z5)]T
(7.6)

Ao substituir (7.6) em (4.12) e utilizar a Equagdo
(7.4) define-se para o sistema 1:

SA® = ip;h(w)[w(C — M), 2kG(M — C), (A + 2G — C)]T, e

(7.7)

s =[0,0,0]" (7.8)

Enquanto que, de acordo com (4.15), os vetores da
fonte para o sistema 2 sdo:

S,P=0,e (7.9)

Sg® =0 (7.10)
E preciso analisar as condi¢des de salto no local onde
se encontra a fonte. Para isto, serd considerada uma
interface imagindria em zg.
Integrando a equagdo (7.3) com valores bem
préximos de zg obtém-se a seguinte condicao de salto para
o local da fonte:

®(z7) = D(zH) + [gg] (7.11)

Estabelecida esta condi¢do, busca-se inicialmente
encontrar a solugdo W(z*), ou seja, imediatamente abaixo
da fonte e, em seguida, encontrar ¥(z;~), que € a solugdo
em um ponto localizado logo acima da posi¢ao da fonte.

Considere uma interface ficticia logo abaixo do local
onde se encontra a fonte, ou seja, no ponto z = z;*. Como
esta interface € ficticia, tem-se que J, = I e Jg = 0.

Seja:
Wi = [457] - 9]

Dz (7.12)
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De acordo com (6.24), pode-se dizer que:

I,D,

W(zt) = [ D, (7.13)

Em que: Iy € a matriz de reflexdo na interface ficticia
z,* dada por:

I = f‘s+1 (7.14)
Neste caso, tem-se que:
[, = eloAdzL  elwAshzs (7.15)

Em que: I'y,; é a matriz de reflexdo da interface
localizada logo apds a posi¢do da fonte, denotada por zg, 1,
A é a matriz dos autovalores da camada onde se encontra
afonte e Azg = 7o, — Zs7.

Considerando a condicdo de salto (7.11), a expressdo
(5.4) e a solucdo (7.13), pode-se dizer que:

I,D 1 [L,7S, +L,7S
Yz~ :[5 s]+_[2 A 1 9B (7.16)
(257 Ds | v2|L,TS, — LTSy

Logo, as expressoes (7.13) e (7.16) fornecem todos os
valores de @ justamente abaixo e acima da fonte,
respectivamente.

A expressdo (7.13) pode ser propagada para baixo de
z," utilizando (6.4) e respeitando as condi¢des de salto
dadas em (6.13) e (6.14).

Analogamente, a expressdo (7.16) pode ser propagada
a partir de zg~ para cima utilizando a solu¢@o no interior de
cada camada (6.4) e respeitando as condi¢cdes de salto
(6.13) e (6.14). Porém, isto pode ser realizado até que se
chegue um pouco abaixo da interface terra/ar, ou seja, em
z = 0%, em que, nesta posi¢do, é necessdrio encontrar a
solucdio. Para isto, admite-se nesta pesquisa que a fonte
encontra-se localizada abaixo da interface terra/ar, ou seja,
0<zg<z4.

Como z = 07 estd na mesma camada de z;~ e, além
disso, z;~ estd bem préximo de zg, de acordo com (6.4)
pode-se estabelecer que:

P(0+) = e710AC29) W(z,7) (7.17)

Assim, substituindo (5.12) e (7.10) em (7.17), obtém-
se:

eimAzsrsDS] N 1 [ el0AZs (LZTSA + LlTSB)
e—i(u)AZSDS \/E e_i“’AZS(LZTSA - LlTSB)
(7.18)

(") = [

As condi¢des de fronteira na interface terra/ar serdao
utilizadas para encontrar as n incégnitas de Dg. Para isto,
sdo definidas:

®(0") = [ggzi (7.19)

Em que: ®, € um vetor n X 1 formado por incégnitas
emz = 0 e Gy e Gg sdo matrizes n X n.

Assim, considerando os vetores com as variaveis do
sistema 1 e do sistema 2 dados em (4.8), e também as
condig¢des de fronteira (3.3) para a superficie livre do meio,
tem-se para o sistema 1:

2 ~ + 1T
@, = [f, —Ws, 0] _ . (7.20)
1 0 0
GY=10 0 0 (7.21)
01 0
e
0 0 O
GP=[0 0 1 (1.22)
0 0 O
Enquanto que, para o sistema 2:
< T
®,® = [i]"_, (7.23)
G, @ =[1],¢ (7.24)
Gz@ =[0] (7.25)
De (6.2) pode-se estabelecer que:
®(0%) = L¥(07) (7.26)
Substituindo (5.11), (7.18) e (7.19) em (7.26) obtém-
se:
LZTGAq)g - %(eimAZSFSDS + e—imAsts) (7.27)
1. . .
+5 [e19A%s (L, ™S, + Ly TSp) + e90% (L, TS, — L, "Sp)], e
L Gpdy = 7 (eOMSI,D, — e79MBD,) (728)
1, . .
+5 [el°A%s(L,TS, + Ly TSp) — e7 1A% (L, TS, — Ly TSg))]
A partir das Equagdes (7.27) e (7.28), encontra-se as
expressdes para Dg e @g, as quais sdo dadas

respectivamente por:

1 1
D, = ﬁelw/\zs(LzTGA —L,"Gp)®, — ﬁ(LszA —L,"Sg), e
(7.29)

®, = [e"r=L,eiM7s(L, "G, — L, "Gg) — (L,"Ga + L, "Gg)]

ei®Azs [Fs(LzTSA — L1TSB) - (LZTSA + LlTSB)] (7.30)

Depois de obter @, € possivel determinar todas as
condicdes iniciais em z = 0. Além disso, determina-se
também Dg e Ug =TIDg, obtendo entdo a solugdo
imediatamente abaixo da fonte, de acordo com a expressao
(7.13). Assim, o vetor solucdo @ pode ser teoricamente
calculado em qualquer outro lugar utilizando a propagacdo
através das camadas, a partir de (6.4), e respeitando as
condicdes de salto nas fronteiras entre as camadas de
acordo com (6.13) e (6.14). Por outro lado, a propagacdo
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de uma onda ascendente continua no sentido descendente é
numericamente instdvel usando (6.4) porque as
exponenciais complexas crescem ao invés de diminuirem
com a distancia. Assim, deve-se obter U a partir de D
usando [}, ou fazendo uso das matrizes de transmissdao
T

8 — SOLUCAO NO ESPACO ORIGINAL

As varidveis de @ e & @ aparecem com ~, ou seja, estas
varidveis foram obtidas apds sofrerem a rotacdo dada por Q
em (4.6). Assim, para retornd-las a notacdo com #, deve-se
aplicar uma rotagdo inversa, a qual € calculada pelas
equagoes:

u=0T, w=0Tw, %=Q0T, p=p 8.1
Os resultados obtidos sio:
A kl d A kZ A <
u = ? Uy, U, = ? uq, Uz = Uz (8 2)
A kl A A kZ A A A
Wy = . Wi, Wy = X Wi, W3 = W3 (8.3)
e
Lk k' L kg
T =7 + K ez T2 12 (F11 — T22)
kL K2 K, (8.4)
T2 =77 1 + Kz ez Tz =3 T3
A Ky N
T13 r'f13' T33 = T33

Observa-se que as matrizes dos sistemas 1 e 2
dependem apenas da magnitude k do vetor (k;, k)T, e ndo
de sua dire¢do. Para qualquer funcio g(k), seja:

Om,m, [BRO] = F [k, "1k, ™28 (k)]

m, m, (8.5)

= comem (50) 7 (o) # a0

A transformada de Hankel inversa é dada por

Bm,m, 8] = %f K™ Jp, (kD) g(K) dk (8.6)
0

Em que: J,,€ a funcdo de Bessel e m; e m, sdo inteiros ndo
negativos.

Fazendo uso das coordenadas cilindricas estabelecidas
pelas relagdes:

X1 = rcoso, X, = rsend, X3 = Z 8.7)

Pode-se obter correspondéncias entre a transformada
bidimensional de Fourier inversa (4.5) e a transformada de
Hankel (8.6), as quais sdo dadas por

@0'0 = Bl,OJ @1’0 = iCOSeBZ'l, @0’1 = iSenGBz’l
@1’1 = senBcosBO I:B3’0 - %BZ,I]
cos%0 — sen?0 (8.8)
@2’0 = COSZGB&O - QBZJ

r

(cos?8 — sen?0)
@0’2 = Sen29B3’0 + %BZ,I
Logo, de acordo com (8.2), o vetor que representa a
velocidade da fase sélida u € dado por:

u= (iBLl[ﬁljl)er + (BI,O [ﬁ3])ez (89)
Em que: e, e e, sdo vetores unitdrios nas direcdes
coordenadas r e <z, respectivamente. Analogamente,

conforme (8.3), tem-se:
W= (iBl,l [V.vl])er + (Bl,O [\7'\/3])ez (810)

A partir de (8.4), as seguintes relagdes sdo obtidas

T T22 T11 — T2
= oa[(2] o [2] =0 [
T11 Ty T3
R R - R U
T3 -
T3 = 01 [T]' T3z = Opp [%53]

Em que as igualdades acima podem ser calculadas a
partir de (8.8).

Por ultimo, tem-se que:

b = By o[p] 8.12)

Observa-se que, fazendo uso da transformada de
Hankel inversa, € possivel obter a solu¢cdo do problema no
dominio original sem haver a necessidade de aplicar a
rotagdo inversa, em que, para isto, sdo utilizadas as
Equacgdes (8.9) a (8.12).

Para obter a resposta no dominio do tempo ¢, é
necessdrio aplicar as varidveis até agora encontradas, a
transformada de Fourier inversa simples, a qual é dada por

f(0) = FF(w)] = =17 F@)e do.  (8.13)

CONCLUSOES

Por meio do método que foi desenvolvido neste trabalho é
possivel que seja criado um eficiente algoritmo
computacional capaz de encontrar a solu¢do das equagdes
de Biot a partir de férmulas explicitas.

O fato de ser este um método matricial o diferencia
dos métodos convencionais e o torna mais simples do
ponto de vista da implementacdo computacional.

Este método pode ser aplicado para investigar as
relacdes entre a propagacdo de ondas sismicas e as
propriedades fisicas do reservatério. Além disso, trata-se
de um método efetivo para encontrar a solucdo de
problemas inversos associados com a caracterizacdo de
parametros petrofisicos de reservatorios.
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