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RESUMO

O presente trabalho apresenta um estudo para a determinagdo do posicionamento otimizado dos apoios em pontes, bem
como da relagdo 6tima entre os vdos de vigas de pontes visando conduzir tanto a redu¢do como a uniformizagdo dos
esforcos nestas estruturas. O problema matematico foi formulado tendo como objetivo a minimiza¢cdo dos momentos
fletores médximos, tendo como varidveis de projeto as coordenadas relativas de cada apoio interno. Na formulacdo as
coordenadas nodais sdo canalizadas, uma vez que podem existir limitagdes a livre locacdio dos apoios. O programa
desenvolvido com base neste estudo determina os esforcos em cada apoio, para o deslocamento da carga ao longo da
estrutura, a partir do Método dos Deslocamentos para andlise de estruturas reticuladas, efetuando a otimiza¢do com o
emprego de técnica de programacdo matematica. As estruturas analisadas a partir da implementacdo computacional do
modelo idealizado apontam para a validagdo e eficiéncia do procedimento proposto.
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ABSTRACT
This paper presents a study to determine the optimal support positions in bridges, as well as the optimal relation between
the spans of beams, aiming both the reduction and the unifirmization of the efforts in these structures. The mathematical
problem is formulated in order to minimize the maximum bending moments, taking the coordinate of each internal support
as design variable. To take into account possible location limitations, size constraints are also considered in the formulation.
The software developed based on this study determines the efforts in each support for load shifting along the structure by
the usage of the Displacement Method, and the optimization is performed with a mathematical programming technique. The
structures analyzed from the computational implementation of the idealized model point to the validation and efficiency of

the proposed procedure.
Keywords: optimization, bridges, support positions.

1 - INTRODUCAO

Tanto a analise como o dimensionamento de estruturas, de
modo geral, se constituem em procedimentos de grande
complexidade. Ao envolverem um nimero significativo de
variaveis, necessitam ser efetuados de maneira iterativa, ou
seja, por meio de aproximagdes sucessivas. Em funcdo
deste carater iterativo, os valores inicialmente arbitrados
para as varidveis dependem de forma determinante tanto da
sensibilidade como da experiéncia prévia do calculista.
Ainda assim, o ndmero de repeticdes exigido seria
demasiadamente elevado caso se desejasse obter os valores
ideais (ou “6timos”), dentro do intervalo de resultados
aceitdveis. Descrevendo, porém, o comportamento fisico
da estrutura por meio de fun¢des matemdticas, buscam-se
valores extremos de tais fun¢des com o emprego de
técnicas de otimizagdo.

Nas ultimas décadas, devido as crescentes facilidades
computacionais, diversos estudos vém sendo
desenvolvidos no sentido de se abandonar os processos
simplificados de cédlculo, buscando gradativamente a
adoc¢do de modelos que reproduzam de forma mais realista
o comportamento das estruturas. Os resultados destes

estudos tém sido gradativamente incorporados aos
softwares comerciais e, em consequéncia, ao dia-a-dia dos
escritérios de projetos. No entanto, pouca ou nenhuma
énfase tem sido dada a sistematizacdo do processo de
idealizacdo da estrutura, mesmo que em estudos
académicos. Como consequéncia, esta etapa continua
sendo efetuada essencialmente de forma empirica, sendo
que, uma vez idealizada uma configuragdo inicial,
raramente sdo estudadas outras configuragdes possiveis,
dentre um universo de alternativas também vidveis e
eventualmente mais econdmicas.

Nao € de conhecimento dos autores a existéncias de
estudos relacionados ao posicionamento 6timo dos apoios
em pontes, apesar dos resultados obtidos a partir dos
primeiros trabalhos com a inclusdo das coordenadas nodais
como varidveis de projeto terem sido considerados bastante
promissores. Dentre esses destacam-se os estudos de
Kripka e Antunes (1998) e Kripka e Antunes (2001),
aplicados ao posicionamento dos apoios em vigas e grelhas
de edificios, respectivamente; de Wang, Jiang e Zhang
(2004), visando maximizar a frequéncia natural em vigas e
placas, e de Wang (2006), aplicado a pérticos planos. Os
poucos trabalhos nessa linha, de acordo com Imam e Al-
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N

Shiri (1996), se devem basicamente a complexidade dos
problemas que envolve a otimiza¢do geométrica, além de
outras razdes de natureza prética, entre elas o fato de que a
otimizag¢do estrutural € vista quase que universalmente
apenas como uma ferramenta para obter o minimo peso de
uma estrutura. Sob este enfoque, a economia obtida em
relagdo ao custo total do projeto pode ndo ser
suficientemente  encorajadora  para  incentivar 0
aprofundamento dos estudos. Esta opinido é compartilhada
por diversos autores, entre os quais Spillers (1975) e
Kirsch (1991). Como refor¢o a visdo dos autores citados,
destaca-se o trabalho de Cohn e Dinovitzer (1994) o qual,
com base em mais de 500 exemplos retirados de artigos e
livros publicados no periodo de maior evolucdo da
otimizagdo estrutural, enfatiza a grande preocupacdo com
aspectos matemadticos envolvidos, e em consequéncia a
grande contribui¢do dada ao desenvolvimento das técnicas.
Em contrapartida, o niimero de exemplos é muito pequeno
em relacdo ao ndmero de artigos e livros, sendo estes
exemplos normalmente de interesse puramente académico,
em detrimento da aplicabilidade prética.

Este trabalho tem como proposta a otimiza¢do de
esforcos em superestruturas de pontes, analisadas como
vigas independentes. Considerando a existéncia de uma

certa liberdade de posicionamento dos apoios, ja
consideradas as limitagdes fisicas impostas pelos
obstdculos busca-se, com a mudanca nas posigdes

inicialmente idealizadas para os apoios, a redistribui¢do
dos esforcos pela alteracdo na rigidez relativa entre os vaos
da viga, de modo a possibilitar maior uniformizacio destes
esforcos pela redugdo dos momentos maximos e,
consequentemente, maior economia no consumo dos
materiais estruturais.

2 — CONCEITOS BASICOS

O trabalho desenvolvido consiste na associa¢do de técnica
de otimizagc@o com a andlise matricial de estruturas. Sendo
assim, na sequéncia do presente item sdo apresentados
alguns conceitos bdsicos necessdrios ao entendimento da
metolodogia empregada no desenvolvimento do estudo.

2.1 Otimizagdo

De forma genérica, um problema de otimizagdo (no caso,
minimizagdo) pode ser expresso da seguinte forma:

Minimizar F(xi) i=1..n (1)
Sujeito a gi(xi) <0 j=1l.m 2)
hk(Xi)=0 k=1..1 (3)
XHS X i S Xiu (4)

Em que: F designa a fung@o objetivoe X = ( x;, x2, ...
x» ) T consiste no vetor das varidveis de projeto. As demais
fungdes sdo as chamadas restricdes do problema
(respectivamente, restricdes de desigualdade, de igualdade
e restri¢cdes laterais ou canalizadas, sendo estas ultimas
funcdo dos limites inferior / e superior u que podem ser
assumidos pelas varidveis). As fungdes envolvidas no
problema podem conter as varidveis de projeto de forma

explicita ou ndo, além de poderem ser desenvolvidas
numérica ou analiticamente. Tanto a funcio objetivo como
as funcdes de restricdo podem ser lineares ou néo lineares.

A forma apresentada para a descricdo de um problema
de otimizacdo ndo é unica, sendo encontradas diversas
outras formas na literatura. Exemplificando, a inequagdo
(4) é normalmente representada por duas restricdes de
desigualdade como as indicadas em (2). Porém, da maneira
como € aqui apresentada, ficam caracterizados com maior
clareza os limites que podem ser assumidos pelas varidveis
de projeto.

As técnicas de otimizacdo necessitam a priori da
especificagdo de valores iniciais para as varidveis de
projeto. Uma vez especificados estes valores, 0s mesmos
sdo atualizados pela Equacgdo 5.

(X} rn={X}x+ O {d}« (5)

na qual o vetor d, de mesma ordem do vetor X, indica a
direcdo de busca, também conhecida como direcdo de
descida nos problemas de minimizacdo, e o escalar
positivo O indica o comprimento do passo a ser dado na
dire¢do determinada, de modo a minimizar a fun¢do nesta
direcdo. Como se observa, um problema com n varidveis,
uma vez determinada a dire¢cdo de busca, passa a ser
tratado como um problema unidimensional, funcdo
exclusivamente do escalar OL. O ponto obtido definird um
novo vetor X, aqui representado pelo sub-indice k+1,
sendo k o nudmero da iteracdo anterior. Todo o
procedimento descrito é entdo repetido a partir do novo
ponto, até que um critério de parada pré-definido seja
atendido.

Os métodos de otimizacdo variam basicamente pela
forma de determinagdo, a cada iteracdo, da direcdo de
descida e do tamanho do passo a ser dado nesta direcdo.
Neste trabalho, optou-se pela utilizacdo de um método
heuristico, conhecido como método do politopo ou busca
simplex (NELDER e MEAD, 1965), especialmente
indicado devido ao alto grau de complexidade que
acarretaria a determinacdo das derivadas das funcdes.
Além disso, por meio de experimentos anteriores,
verificou-se que o método € adequado ao numero de
varidveis envolvidas na otimizagdo geométrica de pontes
na forma proposta no presente trabalho.

O método trabalha com a constru¢do de um simplex,
um poligono com n+ vértices, sendo n o nimero de
varidveis de projeto. Calculado o valor da funcdo objetivo
em cada um dos vértices, o de pior valor € refletido sobre o
centréide dos demais vértices. O valor da funcdo nesse
novo ponto € determinado, podendo ainda ser efetuados os
movimentos de expansdo ou contragdo. Com esse novo
vértice substituindo o de pior valor, procede-se de forma
iterativa, reduzindo o tamanho do simplex de acordo com
critérios pré-definidos e prossegundo até que o critério de
convergéncia seja atendido. Em resumo, trata-se de um
procedimento  relativamente simples, de  facil
implementacdo computacional e com nimero reduzido de
parametros de controle quando comparado a heuristicas
mais recentes como o método dos algoritmos genéticos.
Apesar de antigo, o método ainda € amplamente
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empregado nas mais diversas aplicacdes. A titulo de
ilustracdo, um estudo de Wright (2012) mostrava que, de
janeiro a maio de 2012, mais de dois mil artigos publicados
naquele ano ja haviam sido disponibilizados no Google
Académico utilizando o método desenvolvido por Nelder e
Mead. Além disso, diversar variagdes vém sendo propostas
com o objetivo de ampliar a aplicacio do método a
problemas com grande nimero de varidveis. Dentre estes,
destaca-se o estudo de Gao e Chan (2010), no qual sdo
empregado valores varidveis para os pardmetros de
contracio, reflexdo e expansao.

Pela dificil ocorréncia, em casos priticos de
engenharia, de problemas de otimizacdo ndo sujeitos a
qualquer tipo de restricdo, estas sdo consideradas pela
técnica de penalizacdo. Segundo esta técnica, as solugdes
ndo factiveis, ou seja, que ndo atendem as condicdes
impostas no problema, sdo incrementadas de um valor o
qual, usualmente, consiste na multiplicagdo da restricdo
violada por um fator de penalizacdo. A desvantagem deste
procedimento consiste no fato de que, caso o processo
iterativo seja interrompido precocemente, o resultado
obtido ndo serd necessariamente uma solucao factivel para
o problema formulado. Em contrapartida, dispensa-se a
obrigatoriedade do conhecimento a priori de um ponto
inicial factivel, ponto este que pode ser de dificil
determinag@o.

2.2 Formulagdo do Método dos Deslocamentos para a
obtencdo dos esforgos

Para efeito de andlise computacional de estruturas, os
métodos matriciais demonstram-se como ferramentas de
grande eficiéncia. Dentre os principais métodos para a
analise de estruturas reticuladas, o Meétodo dos
Deslocamentos é o de emprego mais difundido,
basicamente pela ficil sistematizacdo do processo para a
determinacdo dos deslocamentos e esfor¢os (SORIANO,
1983).

O Método dos Deslocamentos envolve primeiramente
a resolucdo de um sistema de equagdes da forma:

[KI{U}={F} (6)

Em que: K, F e U representam, respectivamente: a
matriz de rigidez global da estrutura (funcdo das
caracteristicas do material, da secdo transversal e do
comprimento de cada elemento, bem como de sua
orientacdo no plano ou espago relativamente aos demais
elementos); o vetor de forcas nodais (ou for¢as nodais
equivalentes), determinadas pelo carregamento aplicado e
pelo comprimento do elemento carregado; e o vetor de
deslocamentos nodais, este dltimo contendo as incégnitas
do sistema. Uma vez determinados os deslocamentos,
calculam-se os esfor¢cos nos extremos de cada elemento a
partir da rigidez do préprio elemento (r i) , dos
deslocamentos dos nds extremos do elemento (8) e das
acdes eventualmente aplicadas ao longo do mesmo (Po), ou
acdes de engastamento perfeito:

{P}i=[r]i {0 }i+{Po}i (7

3 - FORMULACAO DO PROBLEMA DE
OTIMIZACAO

Com o objetivo de determinar a relacdo Otima entre os
vaos de vigas de pontes, buscando tanto a redug¢do como a
uniformizacio dos esforcos, consideraram-se as posi¢des
dos apoios internos como varidveis do problema, de forma
a, em se supondo a existéncia de uma certa liberdade na
locacdo destes apoios, evitar a sub-utilizacio da
capacidade resistente da estrutura. A substituicio de um
carregamento  estdtico, usualmente empregado nos
problemas de otimizacdo, por uma carga mével, acarreta
em um grau de complexidade bastante superior, uma vez
que, correspondendo as infinitas posi¢des que podem ser
assumidas pela carga, existem infinitos valores para os
esforcos em cada secdo da estrutura (PFEIL, 1979).

A andlise de estruturas submetidas a cargas mdveis
pode ser decomposta em duas etapas distintas, quais sejam:
a determinagdo das linhas de influéncia e a superposi¢do
do carregamento. A linha de influéncia de um determinado
efeito consiste em um diagrama auxiliar que pode, entre
outros, ser definido como por Souza e Antunes (1994),
segundo os quais a linha de influéncia (s) de um
determinado efeito Ec , de uma secdo C de uma estrutura,
para carga percorrendo uma determinada linha S associada
a essa estrutura, é o valor Ec(s) correspondendo a uma
carga adimensional unitdria, vertical e orientada de cima
para baixo, aplicada na posi¢do definida pela coordenada s
sobre S. Uma vez obtida a linha de influéncia, e
considerando vdlido o principio da superposicdo dos
efeitos, a obtengdo dos efeitos extremos provocados por
um carregamento qualquer pode ser facilmente efetuada.
Supondo-se um carregamento usual composto por cargas
concentradas e ou distribuidas, a determinacdo do maximo
efeito pode ser efetuada, segundo SUSSEKIND (1987), de
acordo com a Equacdo 8:

Ec= ZPiT]i+qQ. (8)

Em que: P; representa o valor da i-ésima carga
concentrada, T i a ordenada correspondente a carga P;, q o

valor do carregamento uniformemente distribuido e Qa
area, no diagrama de linhas de influéncia, correspondente a
extensdo do carregamento. Observa-se que os efeitos
méximos sdo obtidos sem a necessidade de se recorrer as
equagdes de equilibrio de forgas ou de compatibilidade de
deformacoes.

Devido aos graus de dificuldade relativos apresentados
por cada uma das duas etapas envolvidas na determinagdo
dos efeitos em pontes, o presente estudo limitou-se a
obtencdo das linhas de influéncia de esfor¢os, uma vez que
0 passo seguinte constitui-se unicamente em um
procedimento de aplica¢do direta da expressdo anterior,
ndo necessitando portanto da experiéncia do engenheiro
calculista ou de conhecimento prévio adicional.

Para a elaboracdo da formulagdo apresentada para a
otimiza¢do de vigas continuas de pontes tendo como
varidveis de projeto as posicdes dos apoios, algumas
consideracdes iniciais foram efetuadas de forma a
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simplificar parcialmente a andlise sem o comprometimento
da aplicabilidade pritica do procedimento proposto.
Supondo-se a adog¢do de uma tnica dimensdo para a secio
transversal ao longo de toda a estrutura, optou-se por nio
incluir na andlise a otimiza¢do de secdo transversal dos
elementos. O objetivo, portanto, foi o de propiciar de
forma direta apenas uma redugdo nos esforgos extremos,
tendo-se porém a possibilidade de, a partir dos resultados
da andlise, efetuar o redimensionamento da secdo
transversal. Cabe enfatizar que, desta forma, uma eventual
economia deve-se unicamente a redistribuicao dos esforcos
na estrutura, e portanto sem comprometimento da
seguranca. Adicionalmente, devido as caracteristicas
apresentadas pelo carregamento aplicado para a
determinacdo das linhas de influéncia de esforgos, estas
assumirdo obrigatoriamente uma configuragdo final
simétrica (exceto na presenga de restricdes laterais). Desta
forma, se pode partir de solucdes iniciais igualmente
simétricas de modo a acelerar a convergéncia.

As varidveis do problema foram tomadas como as
coordenadas dos apoios em relagdo ao primeiro né da
estrutura, situado a esquerda dos demais. Pelo fato do
comprimento total da viga continua permanecer inalterado,
bem como pela imposicdo de apoios fixos nos extremos
(momentos fletores nulos nestes pontos), o vetor das
varidveis de projeto exclui estes nds extremos, sendo
portanto de dimensdo total NNO-2, onde NNO
corresponde ao numero total de nés do modelo, sendo o
nimero de elementos igual a NNO-1. Assim, o
comprimento L de um determinado elemento i da viga
pode ser determinado conforme Equagdo 9:

Li=xi=X;i 9
Conforme ilustrado na Figura 1.

Figura 1 — Otimiza¢do em fung¢do da posicdo dos apoios: estrutura

genérica
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A formulagdo idealizada partiu da consideracdo de
que, como a altura da secdo transversal de uma viga é
definida em fun¢do do maior momento fletor, a busca da
reducdo e uniformizagdo nos valores destes esforcos
facultaria tanto a obtengdo de menores dimensdes para a
secdo como o melhor aproveitamento da armadura disposta
ao longo dos elementos. Como estes objetivos sdo
perseguidos pela alteracdo nas posi¢des relativas dos
apoios, estas posicdes definem o conjunto das varidveis de
projeto. De forma a definir o posicionamento final ou
o6timo foi objetivada a minimiza¢do do quadrado das
mdaximas ordenadas ndo positivas, em cada tramo, das
linhas de influéncia de esfor¢os de flexdo relativas a cada
um dos apoios internos da estrutura. Como restricdo €

imposta a igualdade das ordenadas dos vaos imediatamente
adjacentes a cada apoio interno, no diagrama de linhas de
influéncia correspondente a este apoio. Caracterizado o
problema, este é formulado como:

Min 2 (M i,k2)1= 1, NELM, k =2, NNO-1 (10)

MNii—Mi-1,;=0 (11)
Xkls X k < X" (12)

Sujeito a

Em que NELM € o nimero total de elementos ou vaos
e NNO o nimero total de nds ou apoios da estrutura.
Ao se formular o problema de otimizacdo em funcdo da
posi¢do de alguns nds na estrutura, os esforgos solicitantes
nos elementos passam a ser influenciados de forma
determinante por qualquer variacdo na posicao destes nds,
pela alteracdo no comprimento dos elementos. Desta
forma, tanto as matrizes de rigidez como os vetores que
contém as a¢des de engastamento perfeito, ao envolverem
explicitamente as distdncias relativas entre seus nds
extremos, permitiriam a obtencdo direta das derivadas dos
coeficientes em relacdo a cada um dos nés. J4 para a
obtencdo das derivadas dos deslocamentos necessita-se de
um processo um pouco mais trabalhoso do ponto de vista
computacional, por serem estes deslocamentos fungdes
implicitas das posicdes dos nds. Desta forma, optou-se pela
implementacdo de um método de busca direta para a
obtencdo da dire¢do de descida, de modo a simplificar o
cédigo do programa. Por se tratar de estruturas com
relativamente poucos apoios, e portanto de um nimero
reduzido de varidveis do ponto de vista de otimizacdo, o
tempo de processamento resultou igualmente pouco
significativo, ndo sendo portanto dada maior atencdo a este
aspecto no presente trabalho.

4 — APLICACOES NUMERICAS

Sao apresentados, a seguir, os resultados obtidos a partir da
andlise de vigas com numero de apoios crescente. Estas
analises buscaram tanto verificar a validade da formulagcdo
proposta como a identificacdo de relagdes que possam
subsidiar a determinacdo das relagdes 6timas entre 0s vaos.

4.1 Viga continua com dois vaos

Desta forma, ilustra-se o problema descrito inicialmente
pela andlise de uma viga constituida por um Unico apoio
interno. Sabe-se que, em funcdo das caracteristicas do
carregamento, a geometria final desta estrutura deve ser
obrigatoriamente simétrica, com o eixo de simetria
coincidente com o apoio central. No entanto, de forma a
destacar a sensibilidade dos esfor¢os a pequenas variagdes
na posi¢do Otima, este apoio central foi deslocado em
relacdo a esta posicdo. Na Figura 2 sdo ilustrados
diagramas de Linhas de Influéncia (LI) dos valores obtidos
para o momento fletor no apoio interno, tanto para o apoio
no eixo de simetria (vaos de mesmo comprimento) como
para um deslocamento de 10 por cento na posi¢do do apoio
central em relag@o a este eixo, da esquerda para a direita.
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Figura 2 — Exemplo 1: LI dos momentos fletores no apoio central,
a) no eixo de simetria e b) deslocado.

M4,2 Moo

2,2

Observa-se na Figura 2 uma grande variagdo, na
ordenada da linha de influéncia, do valor do maximo

esforgo de flexdo (denominado 77; 5 segundo a notagdo

apresentada). Ainda mais significativa € a variacdo relativa
entre os esforcos maximos para a carga unitdria situada a

esquerda e a direita do apoio central (712 e 722,

respectivamente), no caso do apoio deslocado.

Os resultados decorrentes da movimentagdo do apoio
central para uma viga de comprimento total igual a 20
metros e inércia constante encontram-se listados na Tabela
1, com x, representando a posicio do segundo apoio (apoio
interno) de acordo com a convengdo ji empregada na
Figura 1. Os casos indicados pelas letras B a D
representam, respectivamente, X, variando dez, vinte e
trinta por cento sua posi¢cdo em relacdo a configuragdo
simétrica (caso A). Os asteriscos indicam uma inversao no
sentido dos esforcos.

Tabela 1 — Exemplo 1: Variagdo dos momentos fletores maximos
no apoio interno

Caso x2(m) x2/L M2 N2z MNiz/ N2/

(m) (m) N2 Mi2a

A 10,00 0,50 0,9600 0,9600 1,000 1,000

B 11,00 0,55 1,1591 0,7777 1,490 1,207

C 12,00 0,60 11,3854 0,6094 2273 1,443
D 13,00 0,65 13846 -0,6148 * *

Como pode ser observado na Tabela 1, para um
pequeno deslocamento relativo na posi¢do do apoio central
afastando-se do 6timo (caso A), tem-se uma grande
varia¢do no valor correspondente a0 maximo esfor¢o. De
acordo com a dultima coluna, verifica-se que a mdxima
ordenada na linha de influéncia sofre um aumento superior
ao dobro da variacdo no deslocamento, sendo que a partir
de um determinado ponto a diferenca entre as rigidezes
relativas entre os vaos torna-se tdo grande que ocorre uma
inversdo no sentido do esfor¢o de flexdo. Adicionalmente,
observa-se que a variacdo no valor dos maximos efeitos
entre os dois vdos ¢é ainda mais significativa.
Exemplificando-se com dados da tabela, para uma
alteracdo em 10 por cento na posi¢do do apoio central a
partir do ponto de 6timo tem-se uma diferenca relativa de

49 por cento nos valores das coordenadas dos dois tramos
e de 20% no valor da coordenada no tramo 1 (dltima
coluna). Como o dimensionamento da secdo transversal da
estrutura normalmente é efetuado predominantemente em
funcdo do maior valor do efeito ao longo da viga,
apresentam-se indicagdes de uma grande economia na
medida em que a configuracdo da estrutura aproxima-se da
6tima, independentemente do material utilizado e sem
detrimento da seguranca.

Os valores correspondentes aos mdaximos efeitos
(tracdo na face inferior, designada por momento fletor
positivo), bem como sua sensibilidade, também foram
analisados, conforme ilustrado na Tabela 2. Observa-se
que a mixima ordenada ndo sofre uma variagdo tdo
significativa quanto a da linha de influéncia obtida para os
momentos fletores no apoio central.

Tabela 2 — Exemplo 1: Variagdo dos momentos fletores no centro
dos vaos

Caso xa(m) x2/L M1z M2z N2/ N2/
(m) (m) N2z  MNiza

A 10,00 0,50  2,0640 2,0640 1,000 1,000
B 11,00 0,55 2,2334 11,8870 1,183 1,082
C 12,00 0,60  2,3961 11,7049 1,405 1,160
D 13,00 0,65 2,5521 11,5203 1,678 1,236

Cabe destacar que as diferencas apresentadas se
referem apenas a mdxima ordenada em cada vdo. Uma vez
que os carregamentos usuais sdo compostos também por
cargas distribuidas, como indicado na equagdo (8), as
diferencas nos efeitos finais sdo um pouco distintas dos
valores indicados na tabela, uma vez que as dreas ndo
variam em relacdo direta com as correspondentes
ordenadas.

4.2 Viga continua com trés vaos

O segundo exemplo apresentado consiste em uma viga
continua com trés vdos, ou quatro apoios, e inércia
constante. O comprimento total da estrutura é de 30
metros, podendo, para efeito de andlise cada vdo ser
subdividido de maneira uniforme em 10 trechos, conforme
a prética corrente.

Inicialmente sdo apresentados na Tabela 3 os esforcos
de flex@o, relativos a carga unitdria, obtidos para os apoios
internos da estrutura. A exemplo da viga anteriormente
analisada, apenas os valores das mdximas ordenadas sdo
objeto de comparagdo. Na tabela, unicamente a posi¢do do
primeiro apoio interno € indicada, bem como as ordenadas
dos vaos adjacentes a este apoio, devido a simetria da
estrutura. O caso A representa a disposi¢cdo de apoios
gerando trés vdos de mesmo comprimento, a qual € tomada
como estrutura de referéncia para efeito de andlise dos
resultados, uma vez que consiste em uma configuracdo de
adocdo bastante freqiiente. J4 os casos B e C representam
os valores préximos do 6timo considerada a precisdo de
centimetros. No caso D a precisdo é levada a casa dos
milimetros.
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Tabela 3 — Exemplo 2: Variacdo dos efeitos em fungdo da
posi¢do dos apoios

¢ igual a 133, ou seja, uma das restricdes € sempre
atendida, razdo pela qual apenas o primeiro destes valores

Caso x2 x/L xz: MNiz M2 N2/ M max/ ¢ apresentado na Tabela 5.
(m) 2 m) M) Mo Mmma
A 10,00 0,3333 1,046 1,024 0,800 1,280 1,000 Tabela 5 — Exemplo 3: Variagdo dos efeitos em fungdo da
B 9,560 0,3186 0,999 0915 0,916 0,988 0,895 posi¢do dos apoios internos
C 9570 0,3190 1,001 0917 0913 1,004 0,896 Caso x2(m) x3(m) Mi2 N 22 M 23 N max/
D 9,562 0,3187 1,000 0,915 0915 1,000 0,894 (m) (m) (m) M max. A
. L A 10,00 20,00 11,0285 0,7885 0,8571 1,0000
Da Tabela 3 pode-se verificar a variagdo tanto no valor B 933 2000 09019 09026 09064 08825

da posicdo relativa do apoio como nas ordenadas
correspondentes na linha de influéncia, na medida em que
se parte da configuragdo usual até chegar ao ponto de
6timo. Observa-se, com base na pentltima coluna, que as
maximas ordenadas de esforcos de flexdo imediatamente
adjacentes ao apoio considerado deslocdvel ao longo do
eixo da estrutura, passam a ser idénticas no caso D
(atendimento as restricdes de igualdade), ao passo que na
configuracdo inicial assumiam uma diferenca de 28 por
cento. Desta forma, a economia relativa entre estas duas
situacdes € de aproximadamente 10,6 por cento (dltima
coluna). Destaca-se que a diferenca percentual indicada
refere-se a um deslocamento na posi¢do do apoio em
apenas 438 milimetros no sentido dos extremos da
estrutura, o que representa menos de 1,5 por cento do
comprimento total da viga. Cabe observar que, em termos
préticos, uma variacdo desta ordem na posi¢do do apoio
dificilmente seria impedida, quer por questdes de ordem
fisica ou mesmo estética.

De forma a facilitar a observa¢do dos efeitos
resultantes de deslocamentos relativos de maior grau, sdo
apresentados na Tabela 4 os valores correspondentes a
varia¢des de até dois metros, ou 6,67 por cento, na posi¢do
dos apoios internos, em ambos os sentidos.

Tabela 4 — Exemplo 2: Variagdo dos efeitos em fungdo da
posi¢éo dos apoios

Para a estrutura analisada verifica-se que a médxima
ordenada no diagrama de linhas de influéncia ocorre nio
mais no segundo apoio para a carga no primeiro vao da
estrutura, mas sim no terceiro apoio para a carga no
segundo ou terceiro vaos, sendo estas maximas ordenadas
as comparadas na ultima coluna da tabela,
independentemente do ponto onde ocorrem.

4.4 Efeitos verificados com a consideracdo de cargas
acidentais

Nos exemplos anteriores os resultados representam
somente os efeitos referentes as linhas de influéncia. De
forma a verificar os efeitos gerados pela consideracdo de
carregamentos de maior complexidade, apresentam-se a
seguir os resultados obtidos na andlise de vigas, com a
considera¢do do trem-tipo classe 45 (450 kN), definido
pela Norma Técnica Brasileira ABNT NBR 7188:1984.
Para fins de comparacdo adotaram-se vigas com apoios
eqiiidistantes em 10m, com nimero de apoios variando
entre 3 e 9. Com o mesmo objetivo foram consideradas
diferentes larguras para a ponte. Na Tabela 6 sdo
apresentadas as relacdes entre 0s maximos momentos
negativos obtidos para a estrutura 6tima € 0S mMAaXimos
momentos negativos obtidos para a viga com seus apoios
equidistantes.

Caso x2(m) x2/x2* M1z MN22 N2/ M/
(m) (m) UES T max Tabela 6 — Efeitos verificados com a consideragdo de cargas
E 8,00 0,836 0,6164 13781 0,447 1,346 acidentais para pontes com nimero de apoios e larguras varidveis
F 9,00 0941 0,8066 1,0694 0,754 1,044 Largura da ponte (m)
A 10,00 1,046 1,0240 0,8000 1,280 1,000 7,00 8,00 9,00 10,00
G 11,00 1,150 12767 0,5516 2,314 1,247 NNO Mmax(-) 6timo / Mmax(-) inicial
H 12,00 1,255 11,5833 03214 49262 1,546 3 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4 0,9644 0,9668 0,9706 0,9712
4.3. Viga continua com quatro vaos 5 0,9330 0,9354 0,9372 0,9389
6 0,9210 0,9227 0,9243 0,9259
Para este exemplo apresentam-se os resultados obtidos 7 0,9099 0,9114 0,9129 0,9143
para a mdxima ordenada das linhas de influéncia de 8 0,9026 0,9040 0,9054 0,9066
9 0,8800 0,8806 0,8812 0,8817

momento fletor nos apoios para uma viga com trés apoios
internos e comprimento total igual a 40 metros. Para esta
situacdo, igualmente as demais, compara-se (Tabela 5) os
valores obtidos na configura¢do 6tima, designada por caso
B, com uma configurac¢do inicial que considera os apoios
como dispostos de forma eqiiidistante. Observou-se que
esta disposicdo, ao tornar o apoio 3 coincidente com o eixo
de simetria da estrutura, acelera enormemente o processo
de convergéncia, uma vez que a posicéo final deste apoio é
também coincidente com o eixo de simetria. Desta forma,
de acordo com a formula¢do do problema, tem-se que 1) 2,3

Verifica-se, por meio dos resultados listados na Tabela
6, que os maximos momentos negativos para as estruturas
6timas sdo inferiores aos obtidos nas estruturas originais,
independentemente do nimero de apoios e da largura da
ponte. Percebe-se também que, a medida em que o nimero
de apoios aumenta, maior o grau de economia em relagdo
aos apoios dispostos de forma equidistante.
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4.5 Consideracdes sobre o processo de otimizag¢do

Sdo apresentados, a seguir, alguns dados adicionais sobre a
implementacdo computacional e a forma de obtengdo dos
resultados computacionais. Em todas as andlise efetuadas,
foram considerados os fatores de reflexdo, expansdo e
retragdo usualmente empregados no método, quais sejam:
1, 2 e %, respectivamente. O simplex inicial foi gerado
com aresta de dimensdo unitdria, com fator de penalizagdo
rigual al0. Este fator multiplica as restri¢des de igualdade,
e seu resultado é somado a fun¢do objetivo original.

Na Tabela 7 sdo apresentados os resultados das
iteracdes iniciais, bem como a solucdo otimizada, relativos
ao exemplo 3 (viga com quatro vdos, ou trés apoios
internos). Na tabela, ifer indica o nimero da iteracdo, F(x)
¢ o valor da fungdo objetivo e Fpen o valor da fungdo
penalizada.

Tabela 7 — Processo iterativo do método de otimizagdo (Exemplo

3

iter vert X2 (m) x3 (m) X4 (m) F(x) Fpen
1 1 10,000 20,000 30,000 2,882 7,682
1 2 10,943 20,236 30,236 3,051 11,341
1 3 10,236 20,943 30,236 3,064 10,134
1 4 10,236 20,236 30,943 2,828 7,088
2 1 10,000 20,000 30,000 2,882 7,682
2 2 9,371 20,550 30,550 2,770 6,400
2 3 10,236 20,943 30,236 3,064 10,134
2 4 10,236 20,236 30,943 2,828 7,088
42 9,330 20,000 29,670 2,447 2,467

Uma vez que o problema possui trés varidveis, é
gerado um politopo com quatro vértices, sendo o primeiro
deles a solugdo inicial fornecida (todos os vdos de mesmo
comprimento) e os demais obtidos de modo a constituir o
simplex com vértices equidistantes. A pior solucdo (em
negrito) foi refletida gerando uma nova solugdo, que
passou a constituir a melhor solucdo vigente. A expansio
nio melhorou esta solu¢do. A nova pior solugdo (vértice 3
da iteracdo 2, em negrito) foi também refletida, e assim
sucessivamente, até o atendimento ao critério de parada
(tamanho do simplex). Cabe observar que o valor da
funcdo penalizada (dltima linha da Tabela 7) difere um
pouco do valor da fun¢do ndo penalizada, indicando que os
valores das mdximas ordenadas das linhas de influéncia em
cada vdo ndo sdo idénticos (como pode-se verificar na
Tabela 5, caso B). Um critério de penalizacdo mais
restritivo poderia reduzir a diferenca observada, no entanto
o numero de iteragdes aumentaria de forma significativa.
Além disso, o numero total de iteracdes se mostrou
altamente dependente do tamanho do simplex inicial. Um
simplex grande necessita de um nimero grande de
iteracdes até ser reduzido. Por outro lado, um simplex
muito pequeno também ndo € vantajoso caso a solugdo
inicial se encontre afastada do ponto de 6timo.

CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

Este estudo, de forma global, teve como objetivo verificar
a aplicabilidade da otimizac¢do dos esforcos em estruturas

de pontes analisadas pelo modelo de viga quando se
permite a variacdo relativa nas posi¢des dos apoios. Neste
sentido, apesar das possiveis limitagdes de ordem fisica,
bem como das simplificacdes inerentes a propria
formulagdo proposta para o tratamento do problema,
observa-se que os resultados obtidos fornecem indicios de
uma economia significativa no consumo de materiais
estruturais.

A utilizacdo de técnicas de otimizagdo associada a
andlise de estruturas tem sido alvo de um nimero muito
grande de estudos nas tltimas décadas. Contudo, a
caréncia de exemplos priticos apresentados na literatura
técnica, aliada a restrita divulgag¢do das potencialidades da
otimizagdo estrutural, com problemas fundamentalmente
voltados a redu¢do do peso da estrutura, pouco tem
encorajado maiores investimentos na aplicagdo da
otimizagdo a problemas usualmente encontrados.

Com o intuito de preencher uma lacuna em relagéo ao
célculo de estruturas correntes foi estudada a viabilidade
do desenvolvimento de uma ferramenta auxiliar ao
projetista. Acredita-se que o estudo efetuado neste sentido
pode ser considerado promissor, possibilitando ainda a
associacdo de outros objetivos que ndao apenas o0s
abrangidos no presente trabalho, tais como a otimizagdo
simultinea da posi¢do dos apoios e da altura da se¢@o.
Ainda que ndo constem de forma explicita da formulacdo
desenvolvida verificou-se que, a exemplo da otimizacdo
geométrica aplicada a  estruturas submetidas a
carregamento fixo, uma série de outros efeitos favordveis
sdo obtidos. Dentre estes efeitos, destaca-se a
uniformizacdo e reducdo também nos valores dos esforcos
cisalhantes devido a uniformiza¢do dos momentos fletores
sobre 0s apoios.

Pretende-se que os estudos desenvolvidos se
constituam ndo unicamente em uma demonstracdo de um
campo alternativo para a aplicacio de técnicas de
otimizacdo a andlise estrutural, mas sim em um passo
efetivo no sentido do desenvolvimento de ferramentas
computacionais para a busca tanto de uma melhor solugdo
em problemas usuais como também para a resolugdo de
problemas de maior complexidade.
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