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Questoes psicologicas em problemas de Matematical

On psychological issues in math problems

Yakov 1. Abramson?

RESUMO

Alguns dados psicolégicos baseados em
resultados obtidos na resolugao de problemas
matematicos que incluem componentes
psicoldgicos, como a autorrestri¢do, as vezes
séo irrelevantes devido a diferentes razdes.
Ocasionalmente, o possivel erro em grande
parte é causado por questées mal formuladas
e as vezes, principalmente em pré-escolares e
alunos do ensino fundamental, se confunde
com sua insuficiente proficiéncia em operar
com conceitos matemiticos pertinentes ao
problema. No artigo, sdo oferecidos exemplos
de solugao desses problemas, introduzindo um
conjunto de perguntas que precedem a
formulagao da questéo.

ABSTRACT

Some psychological data based on results
returning back from solving math problems
which include psychological component
such as self-restriction is sometimes
irrelevant due to different reasons.
Sometimes the possible error in great deal
is caused by ill posed question and
sometimes, especially regarding
preschoolers and elementary  school
students it is mixed with their insufficient
proficiency in operating with math concepts
pertaining to the problem. In the article are
also offered samples of fixing these issues by
introducing set of questions preceding
statement of the question.
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Conceitos geométricos.
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Foi por volta de 1960, quando eu tinha 6 anos de idade e ainda nao
frequentava a escola, que P. Ya. Galperin, em cooperacdo com seu estudante de
doutorado L. S. Georgiev, da Bulgaria, estava publicando trabalhos sobre o ensino
de matematica basica para pré-escolares. Eu era uma pessoa adequada para
experimentos nessa area. Ku mal sabia contar e ler (na época, isso era normal para

meninos da minha idade), mas era considerado "apto" pelos meus avos, talvez por
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causa do meu gosto por diferentes tipos de brincadeiras. Entdo, as vezes, Piotr
Yakovlevich e seus colegas me chamavam e me ofereciam uma questdo. Eles
estavam testando o papel do fator psicolégico na tomada de decisées durante a
resolucdo de problemas légicos. Como exemplo, lembro-me do seguinte episédio.

Deram-me duas caixas idénticas e disseram que uma era feita de algum tipo
de pedra e a outra de algodao prensado. Em seguida, veio a pergunta: "Qual delas
é mais pesada?"

Eu hesitel um pouco e, de maneira irresoluta, apontei para a caixa de pedra.
Meu avo ficou encantado, assim como seu convidado. Ele me explicou que ambas
tinham o mesmo peso, que a pedra era pedra-pomes e o algodao tinha sido prensado
a ponto de se tornar tao rigido que podia competir até com alguns tipos de pedra.
A ideia por tras do experimento era que o conhecimento prévio sobre os materiais,
fornecido antes da pergunta, predeterminava a resposta seguinte.

Eu me lembro da sensacao que tive na época. Nao foi a surpresa de descobrir
que, em alguns casos, o algodao pode ser tdo pesado quanto algum tipo de pedra
(ou até mais pesado). Foi a sensacio de que havia algo errado na prépria pergunta.
Para mim, parecia uma espécie de trapaca. Claro que eu era muito jovem para
entender por que tive essa sensagao e, sendo um garoto muito brincalhéo, nao a
mantive na memoria por muito tempo.

Havia muitas outras coisas engracadas para fazer. Mas, muitos anos depois,
quando me formel em uma escola de ensino médio de matematica e fisica e me
graduel na Universidade Estatal de Moscou com especializacdo em matematica,
essa sensacgao voltou a tona e eu percebi o motivo. A razao era simples: a propria
questdo, como foi formulada, nao admitia aquela resposta! A pergunta foi
apresentada como uma dicotomia, com a escolha entre duas opgoes, e a resposta
correta estava fora dessas duas opcgoes!

Outro exemplo do mesmo tipo era a pergunta: o que é mais pesado, 1 kg de
ferro ou 1 kg de madeira? Nesse caso, a questao, tal como foi formulada, é duvidosa
por si s6: estamos nos referindo a massa ou ao peso deles? Se for ao peso, entao
onde (isso depende!) — no ar, no solo da Terra, na agua ou no vacuo? Nos dois

primeiros casos, a resposta correta para dois objetos de mesma massa seria
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diferente do esperado, como a fisica nos ensina: o que tiver maior volume pesara
menos. Mas suponha que negligenciemos todos esses efeitos, como o peso do ar,
etc., e admitamos que ambos pesam o mesmo.

Mas, novamente, essa resposta esta fora das opcoes oferecidas! E essa é
exatamente a principal razio para as respostas erradas. A formulacao correta do
problema seria:

1. O 1 kg de ferro é mais pesado que 1 kg de madeira?

2. O 1 kg de ferro é mais leve que 1 kg de madeira?

3. Ambos tém o mesmo peso?

Imagine um teste em que a resposta correta nao estaria entre as opgoes
oferecidas! Problemas matematicos sdo menos 6bvios quando as reais dificuldades
enfrentadas por criancas pequenas nao sdo apenas as mesmas que os adultos tém
(e que eles presumem que as criancas também terdo), mas, em grande parte, estao
relacionadas ao fato de que as crianc¢as ndo compreendem firmemente os conceitos
usados no problema. Vamos considerar um problema bem conhecido, no qual

também fui testado.

Figura 01 — Cruzando os pontos

Fonte: o autor

Aqui vemos 9 pontos dispostos, formando quadrado 3x3, com 3 linhas e 3
colunas, cada uma com 3 pontos alinhados sobre as mesmas linhas retas.

O problema convida o solucionador a conectar todos os pontos com 4 linhas
retas, sem levantar o lapis do papel. Em outras palavras, com 4 movimentos
consecutivos, sendo que cada movimento comeg¢a no ponto onde o anterior

terminou. A ideia é que, nesse caso, o solucionador se depare com uma
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autoimposicao psicolégica: a de procurar a solucao dentro da "caixa" (Figura 2),

como a tentativa na Figura 3, que frequentemente ocorre na pratica pedagogica.

Figura 02 — A primeira tentativa. O ponto central fica de fora

Fonte: o autor

Figura 03 — A segunda tentativa. Pontos sdo cruzados, mas com 5 linhas

T

Fonte: o autor

A conclusio sobre a restricao psicoldgica esta correta; ela realmente ocorre
nesse caso. Mas, quando oferecemos esse problema a criancas que ainda nao
receberam uma educacido sistematica em geometria, esse resultado pode ser

confundido com outro problema.
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Nos cursos de matematica padrao ensinados na Russia, os alunos comecam
a estudar geometria apenas na 7% série, e dificilmente podemos esperar alguma
proficiéncia antes da 8* série, o que corresponde a adolescentes de 14 anos. Assim,
quando esse problema é proposto para criancas entre 7 e 12 anos, devemos ter em
mente que o proprio conceito de "linha reta" ainda néo foi totalmente desenvolvido.
O obstaculo esta na ideia de uma linha que se estende indefinidamente em ambas
as direcoes. Se pedirmos a um aluno para desenhar uma linha reta que passe pelos

pontos A e B, ele quase certamente a desenhara da forma que vemos na Figura 4.

Figura 04 — Linha reta infinita apresentada como segmento

A B
.- ——*

Fonte: o autor

A linha nao se estendera além dos pontos A ou B. Portanto, nesse caso, o
obstaculo ndo tem apenas uma origem psicolégica, mas decorre de outro motivo —
a falta de familiaridade com conceitos geométricos basicos, como linhas infinitas
em um plano. Para remover esse obstaculo do problema e torna-lo mais justo para
criancas mais novas, precisamos introduzi-lo com algum trabalho cuidadosamente
selecionado. Como exemplo, eu recomendaria varios exercicios, projetados, como
sempre prefiro, em forma de perguntas.

Novamente, mesmo que os alunos conhecam formalmente a definicdo de
uma linha reta, que se estende infinitamente em ambas as direcoes, a ideia de
infinito esta muito distante de sua experiéncia cotidiana e é abstrata demais para
ser compreendida e aplicada em problemas reais. Precisamos discutir um pouco
sobre linhas paralelas em um plano antes de retornar ao problema. Aqui estd um
exemplo da sequéncia de perguntas correspondentes ao problema:

1. Desenhe 2 linhas retas que passem por alguns dos pontos numerados de 1

a 9 e que sejam paralelas a linha 1-2-3.

2. Desenhe 2 linhas retas que passem por alguns dos pontos numerados de 1

a 9 e que sejam paralelas a linha 2-5-8.
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3. Desenhe 2 linhas retas que passem por alguns dos pontos numerados de 1

a 9 e que sejam paralelas a linha 3-5-7. (Figura 5).

Figura 05 — Desenhe linhas paralelas as 3 linhas dadas passando pelos pontos numerados

1 2 3

Fonte: o autor

A resposta para a terceira pergunta difere das duas primeiras. Em
primeiro lugar, desta vez, essas linhas passam apenas por 2 dos pontos
numerados, e ndo por 3 como antes. Mas, em seguida, vem outro conjunto

de perguntas:

Figura 06 — Quais linhas nfo sido paralelas e onde se encontram?

1 2 3

Fonte: o autor

1. As linhas 1-2-3 e 6-8 também sao paralelas?

2. Nao as vemos se cruzando, certo?
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3. Se, no entanto, elas nio forem paralelas, elas devem se cruzar em algum
lugar, certo?
4. Se sim, onde?

Neste momento, eles terdo que pegar o lapis e a régua e estender ambas as
linhas até o ponto de encontro. Depois, sera apropriado acrescentar algumas outras
perguntas para fixar esse entendimento:

5. As linhas 7-6 e 1-2-3 sdo paralelas? Se ndo, onde esta o ponto de encontro
delas?

6. As linhas 2-7 e 6-8 sao paralelas? Elas se cruzam em algum lugar?

7. E quanto as linhas 6-7 e 2-4? Encontre o lugar onde elas se cruzam.

8. Encontre outros pares de linhas que nao sejam paralelas e seus pontos de

Intersecao.

Agora, apds essa preparacao, pode-se apresentar o problema inicial, e ele se
tornara um "jogo justo", estando livre da elaboragao insuficiente dos conceitos
geométricos correspondentes, como o de linhas paralelas e o conceito de linha em
geral. Agora, toda a dificuldade estara, de fato, conectada apenas a questio
psicolégica mencionada anteriormente e nao sera confundida com outros
problemas.

Outro exemplo bem conhecido desse tipo é o préximo problema: "Forme 4
triangulos iguais com 6 palitos de mesmo comprimento". Supée-se que o obstaculo
psicolégico aqui reside em se restringir a solugdes bidimensionais, em vez de
considerar a construcao em 3D. Na verdade, na matematica, é comum incluir todo
o cenario na formulacgao do problema; neste caso, seria exatamente a dimensao do
espaco em que o problema deve ser resolvido.

Por exemplo, quando pedimos aos alunos que resolvam algumas equacgoes,
definimos explicitamente ou implicitamente qual conjunto de nimeros estamos
considerando. Se os alunos conhecem apenas nimeros naturais (ou se o proprio
problema, por seu conteudo, implica que a resposta seja um nimero natural), entao
a equacio x2—4 =0 tem apenas uma raiz. Se eles estao familiarizados com niimeros
Inteiros, mas ndo com nuimeros racionais (ou se o problema implica que a resposta

seja um numero inteiro), entdo a equacao 3x — 1 = 0 ndo tem solucgdes, e a equacgao
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2x2 — 3x + 1 =0 tem apenas uma solucao. Se eles conhecem niimeros racionais, mas
nao numeros irracionais, entao, por exemplo, a equacao x? + x2 — 2x — 2 = 0 tem
apenas uma raiz, embora no conjunto R, dos nimeros reais, ela tenha 3 raizes. Da
mesma forma, quando os alunos do ensino médio, ndo inscritos em uma turma
avancada de matematica, lidam com a equacao x3 — 1 =0, eles chegam com precisao
a apenas uma unica raiz, x = 1, porque estao limitados ao conjunto R. dos nimeros
reais, embora no conjunto C, dos nimeros complexos, essa equacio tenha 3 raizes
diferentes.

O mesmo ocorre na matematica superior. Quando, por exemplo, procuramos
a solucao de algum problema de variacio, definimos desde o inicio em qual classe
de func¢des estamos procurando a solucdo. Em outras palavras, a definicdo das
configuracées em que a solucdo esta sendo procurada faz parte da situacio do
problema e, portanto, deve ser incluida nas préprias condi¢oes da tarefa. Por outro
lado, neste caso especifico, qualquer lembrete direto sobre a terceira dimensao
seria uma dica para a solugao.

Como, por um lado, ndo enganar os alunos ao incentiva-los a buscar a
solucao no plano e, ao mesmo tempo, nao os direcionar diretamente para o 3D. E
muito Importante que mencionemos palitos e nao segmentos, por exemplo.
Devemos dar a eles esses palitos; além disso, temos que fornecer-lhes massa de
modelar para fixa-los juntos e formar triangulos rigidos.

Com 6 palitos, eles podem formar 2 triangulos:

Figura 07 — 2 triangulos feitos com 6 palitos

R E

A B F4 e
Fonte: o autor
O que pode ser feito? Afinal, precisamos de dois triangulos a mais! Podemos
unir um ao outro e economizar um palito, j4 que um palito servira como lado

comum para ambos os triangulos:
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Figura 08 — Eliminando 1 palito

Fonte: o autor

Eu recomendaria cola-los juntos pelo lado comum BD. O que fazer com o
unico palito restante, EF? Conseguiriamos dois triangulos adicionais, ADC e ABC,
se ele pudesse conectar os pontos A e C. Mas ele nao pode, pois é muito curto. Nao
podemos estica-lo, mas talvez possamos aproximar os pontos A e C um do outro?
Neste ponto, podemos deixar os alunos tentarem encontrar a solucao sozinhos. Pelo
menos podemos dizer que fizemos o nosso melhor para jogar "um jogo justo" neste
caso. Agora, somente aquela autorrestricdo psicoldgica pode desempenhar seu
papel.

Discutindo este problema e o anterior, chegamos perto da questao do papel
e do lugar do chamado "insight" na resolucao de problemas. Lembro-me de como
essa questao interessava ao meu avo. Mas esse seria um tema bastante diferente
e exigiria uma investigacao especial e detalhada.

Encerrando esta breve revisao de problemas matematicos que interessavam
a P. Galperin em relacido ao papel da psicologia no processo de solugcio, menciono
também outro tipo de construcoes geométricas que foram objeto de seu grande
Iinteresse. Eram construcgdes que causavam ilusbes Opticas, que, por sua vez,

também tinham um lado psicolédgico.
Cuestiones psicolégicas en problemas de matematicas

RESUMEN

Algunos datos psicologicos basados en resultados obtenidos en la resolucién de problemas
matematicos que incluyen componentes psicolégicos, como la auto-restriccién, a veces son
irrelevantes por diferentes razones. Ocasionalmente, el posible error se debe en gran parte a
preguntas mal formuladas y, en algunos casos, especialmente en preescolares y alumnos de
educacién primaria, se confunde con su falta de competencia en el manejo de conceptos matematicos
pertinentes al problema. En el articulo también se ofrecen ejemplos de como solucionar estos
problemas introduciendo un conjunto de preguntas que preceden a la formulacién del problema.
Palabras clave: Problemas matematicos. Conceptos geométricos.
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