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RESUMO

Hermann Grassmann foi um aleméao do século
XIX que estabeleceu os marcos iniciais para o
surgimento da Algebra Linear, um campo da
Matematica que oferece recursos bésicos para o
desenvolvimento de varias subareas da
Matematica e de outras areas do conhecimento,
como Engenharias e Fisica, por exemplo. Assim,
este artigo visa apresentar uma biografia deste
autor, destacando duas de suas obras que
registram seus feitos para este campo.
Constitui-se de uma pesquisa bibliografica com
analise qualitativa dos dados pautada nos
fundamentos do movimento légico-historico do
objeto, possibilitando uma analise histdrica,
cultural e social, visando responder a seguinte
questao-problema: quais foram as contribuicoes
de Grassmann para o desenvolvimento da
Algebra Linear que o levou a ser considerado o
criador desse campo de estudos? Conclui-se que
Grassmann langou as primeiras ideias sobre
muitos conceitos que hoje constituem a
Algebra Linear, como espagos vetoriais n-
dimensionais, transformacio linear e outros,
sendo, entdo, considerado por muitos, o
criador da Algebra Linear.

ABSTRACT

Hermann Grassmann, a 19th-century German
scholar, pioneered the foundations of Linear
Algebra, a mathematical discipline crucial for
diverse fields like Mathematics, Engineering,
and Physics. This article endeavours to present
a comprehensive biography of Grassmann,
emphasizing two works documenting his
contributions to this domain. Employing
bibliographic research coupled with qualitative
data analysis grounded in the logical-historical
movement of the object, the study enables a
historical, cultural, and social examination.
Addressing the central question — what were
Grassmann's contributions to the evolution of
Linear Algebra, positioning him as its creator?
— the inquiry concludes that Grassmann
introduced notions integral to contemporary
Linear Algebra, including n-dimensional vector
spaces and linear transformations.
Consequently, he garners recognition from
many as the creator of Linear Algebra.
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1 Introducao

A Algebra Linear, como um campo de estudos matematicos, tem suas raizes
em um desenvolvimento histérico que remonta a, aproximadamente, 4.000 anos
atras, quando os babilonios encontraram o processo de resolucido de sistemas de
equacoes lineares com duas equacgoes e duas incoégnitas. Com o passar do tempo e
o surgimento de novas demandas geradas pela atividade humana, a Algebra
Linear evoluiu, contando com a colaboracido de varios cientistas e matematicos
notaveis, como Cayley, Leibniz e Peano, dentre outros.

No auge da Revolucao Industrial, século XIX, onde o conhecimento cientifico
ganhou destaque, o alemao Hermann Giunther Grassmann (1809-1877), que atuou
como tedlogo, matematico e professor de uma escola secundaria, publicou em 1844 e
1862 dois livros, um intitulado Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der
Mathematik? (GRASSMANN, 1878) e o outro Die Ausdehnungslehre®
(GRASSMANN, 1862), respectivamente. Nesses livros, Grassmann criou uma teoria
matematica que até entdo era desconhecida pelos pesquisadores, usando uma
linguagem altamente filosé6fica, fato que dificultou seu entendimento por parte dos
matematicos da época. Além disso, eles continham uma teoria muito complexa, o
que conduziu a rejei¢ao pelos intelectuais. Apesar disso, a teoria de Grassmann
continha as bases de uma teoria que estava prestes a emergir no cenario algébrico,
as quais serao discutidas no decorrer deste.

Diante da relevancia de Grassmann no contexto do desenvolvimento e
estruturacao da Algebra Linear como um campo matematico, cabe a este artigo
abordar a seguinte indagacao: quais foram as contribuicbes de Grassmann
para o avango da Algebra Linear e como ele se tornou um dos pioneiros na
criacao desse campo de estudo? Vale destacar que Grassmann desempenhou

um papel fundamental na estruturacdo das teorias algébricas, e,

4 A Teoria da Extensio, um novo ramo da Matematica.
5 A Teoria da Extenséo.
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posteriormente, outros pesquisadores também desempenharam papéis
importantes nesse processo.

Com o intuito de responder esta questao, os objetivos especificos deste artigo
sdo: apresentar uma biografia da vida de Grassmann, destacando suas obras
principais, e identificar os conceitos por ele criados, comparando-os com a escrita
algébrica atual. Para tanto, a metodologia de pesquisa adotada é a bibliografica de
cunho qualitativo, buscando elementos do movimento l6gico-histérico para a analise
e compreensao dos fatos, a saber, aqueles relacionados aos conceitos de movimento,
fluéncia, interdependéncia, realidade, totalidade, histéria, processo, conhecimento,
mutabilidade, légica e pensamento (SOUSA, 2018).

Destaca-se que a pesquisa na area de Historia da Matematica desempenha
um papel fundamental na obtencdo de uma compreensao profunda e abrangente
da forma e dos contetidos dos conceitos da ciéncia Matematica, enriquecendo a
Educacdao Matematica e estimulando o desenvolvimento do pensamento tedrico

através dos nexos internos dos conceitos.

2 Uma biografia de Hermann Giinther Grassmann

Segundo Kopnin (1978), os pares dialéticos constituem a totalidade do
objeto. Assim, o par vida e obra, permeado pelo 16gico-historico de Grassmann,
conduz a totalidade dos conceitos algébricos, apresentados neste texto,
constituintes da Algebra Linear. Através dessa interdependéncia, pode-se
compreender a relacido entre a mutabilidade e a imutabilidade dos conceitos
algébricos, a relacdo entre o pensamento humano e a realidade da vida de
Grassmann, tudo inserido na lei universal, o movimento, o qual contempla
tanto o légico quanto o histérico da vida desse autor (SOUSA, 2018).

Desta forma,

Compreender o movimento légico-histérico da vida é compreender
que todo conhecimento contém angustias, medos, aflicoes,
ousadias, inesperados, novas qualiglades, conflitos entre o velho e
0 novo, entre o passado e o futuro. E compreender que a totalidade
do conhecimento é o préprio movimento da realidade objetiva que
sempre estara por vir a ser (SOUSA, 2018, p. 45).

Obutchénie: R. de Didat. e Psic. Pedag. | Uberlandia, MG |v.8|p.1-26 | €2024-33| ISSN: 2526-7647 3


http://doi.org/10.14393/OBv8.e2024-33

Obuichénie

Revista de Diddtica e Psicolagia Pedagégica DOI: http://doi.org/10.14393/0OBv8.e2024-33

Visando uma melhor organizacgao e compreensao dos fatos que permeiam a
unidade vida e obra de Grassmann, o texto sera dividido em periodos que marcam
etapas importantes desse movimento, possibilitando uma visao totalitaria de seus

feitos, consequentemente, da Algebra Linear.

2.1 A vida estudantil e profissional de Hermann Grassmann (1809 a 1843)

Hermann Gilinther Grassmann nasceu em 1809 em Stettin, na época,
pertencente a Prussia. Foi teélogo, matematico autodidata, professor de escola
secundaria e o terceiro de doze filhos de Justus Giinther Grassmann e Johanne
Luise Friederike Medenwald. Seu pai, além de tedlogo, pietista® e pastor, foi
também professor de Matematica (DIEUDONNE, 1979).

Grassmann viveu em uma época em que a Alemanha nao existia como uma
nacao unificada, mas era constituida por 39 Estados independentes. Os Estados
mais proeminentes e influentes dentro dessa confederacdo foram o Império
Austriaco e o Reino da Prussia. Destaca-se que, devido as mudancas politicas e de
fronteiras, em decorréncia das guerras e conflitos no século XX, Stettin,
atualmente, faz parte da Polonia (ASSIS, 2018).

Nesse periodo, os ideais iluministas estavam se difundindo pelo mundo,
influenciando mudangas sociais e politicas significativas. Os iluministas
defenderam valores como a democracia, o liberalismo econoémico e o racionalismo,
que iam de encontro ao absolutismo monarquico e a influéncia da Igreja sobre a
populacdo. A revolucdo industrial também ocorreu nessa época, transformando a
sociedade e a economia, bem como a atividade humana.

O cenario politico e intelectual desse momento, provavelmente, teve
impacto nas ideias de Grassmann e pode ter influenciado sua visdo de

Matematica e suas contribui¢cdes para o campo, pois como afirma Kopnin (1978,

6 “O pietismo nasceu na Alemanha protestante do século XVII. Acentua a fé pessoal em protesto
contra a secularizagdo da Igreja. Surgiu como reagdo da guerra dos “trinta anos” na Alemanha e
estendeu-se um pouco por toda a Europa sempre que a religido se divorciava da experiéncia pessoal.
Foram varios os motivos imediatos desse movimento, entre eles o endurecimento escolastico do
luteranismo diante dos seus adversarios” (RUBEM, 2023, n.p).
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p. 53), “[...] as leis do mundo objetivo se convertem em leis também do
pensamento, e todas as leis do pensamento sao representadas no mundo
objetivo”. Grassmann, com seu trabalho inovador na Algebra e na Geometria,
deixou uma marca de rigor no desenvolvimento da Matematica, contribuindo
para a compreensao e o avanco da area em um periodo de profundas mudancas
histéricas e intelectuais.

Mesmo pertencendo a uma familia com um bom grau de educacio,
Hermann n&o se destacou nos primeiros anos do ginasio, o que hoje
corresponde ao ensino fundamental. Em sua época os jovens demostravam
desde cedo suas aptidoes e, por ter estudado em boas escolas e ter tido uma
boa educacao domiciliar, seu pai acreditava que ele ndo poderia chegar a ter
alguma relevancia académica. No entanto, aos poucos comegou a progredir na
escola, ficando em segundo lugar no exame final do que hoje é conhecido como
ensino médio (DIEUDONNE, 1979).

Decidido a estudar teologia, pelo seu anseio em tornar-se ministro luterano,
em 1827 ingressa na Universidade de Berlim, a instituicdo mais antiga da cidade
e uma das mais privilegiadas da Alemanha e da Europa. Nao ha informacées de
que Grassmann tenha tido alguma formacgao académica em Matematica, porém,
foi ela a responsavel por seu retorno a Stettin apods finalizar seus estudos em
Berlim, em 1830, onde tornou-se professor em gindsios e iniciou pesquisas
matematicas de maneira autbnoma (DIEUDONNE, 1979).

Retornando em 1831 a Berlim para realizar exames visando uma carreira
académica, nado obteve um bom desempenho, sendo-lhe permitido lecionar
Matematica apenas nos niveis baixos. Em 1832, foi nomeado para o Ginasio de
Stettin como professor assistente e, nessa mesma época, fez suas primeiras
descobertas matematicas que, posteriormente, seriam desenvolvidas e publicadas.

Devido ao tipo da sua licenca profissional, em 1835, Grassmann foi nomeado
para ensinar Matematica, Fisica, Alemao, Latim e Estudos Religiosos na Otto
Schule, em Stettin, uma escola de ensino primario. E, em 1839, ele passou nos

exames de teologia, o que permitiu dar aulas para o ensino secundario.
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E importante aqui destacar quais eram os deveres de um professor
de ginasio na Alemanha naquela época, e, de fato, durante toda a
vida de Grassmann: ele deveria lecionar sobre todos os assuntos,
desde religido até biologia, passando por latim, matematica, fisica e

quimica, e em todos os niveis, em um ritmo de 18 a 30 horas por
semana (DIEUDONNE, 1979, p. 2, traducio nossa).

Grassmann almejava lecionar para o nivel superior para que pudesse
dedicar mais tempo as suas pesquisas. No prefacio da sua Teoria da Extensao de
1844, percebe-se tal inquietacao por sua profissdo nao o ter permitido dedicar-se

como desejava a pesquisa cientifica:

Eu espero cleméncia, principalmente, porque minha profissao
me deixou pouquissimo tempo de pratica e nido me deu a
possibilidade de fazer comunicacoes provenientes dessa ciéncia
ou, de ao menos, matérias semelhantes, e de ganhar, assim, o
frescor vivo que deve inspirar e vivificar o todo, que se deve
aparecer como um elemento vivo do organismo do conhecimento
(GRASSMANN, 1995, p. 17, traducio nossa).

Em 1840, Grassmann fez exames admissionais para o Instituto de Stettin
que foram 1importantes para ele, apesar das contradicoes ali vivenciadas, pois teve
que apresentar um ensaio sobre a teoria das marés, para i1sso, ele utilizou a teoria
basica de Mecanica Celeste de Laplace e da Mecanica Analitica de Lagrange e
produziu o seu ensaio Teoria do Fluxo e do Refluxo, introduzindo pela primeira vez
uma analise baseada em vetores (DIEUDONNE, 1979).

Dieudonné (1979) afirma que, embora o ensaio de Grassmann tenha sido
aceito pelos examinadores, eles nao deram importancia as inovacoes ali
introduzidas, pois sua explicacao era muito abstrata e filos6fica. Nota-se como
a forma dos conceitos eram importantes para os matematicos da época e que,
nao tendo a forma academicamente aceita, o conteido dos conceitos também
era desprezado. Percebendo, no entanto, que sua teoria era amplamente
aplicavel, Grassmann decidiu dedicar-se ao desenvolvimento de suas ideias
sobre espacos vetoriais, incluindo adicao e subtracido vetorial, diferenciacao

vetorial e teoria da funcao vetorial.
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Em 1843, Grassmann retornou a Berlim e passou a interessar-se por
Geometria, devido aos exames que chegou a fazer para melhorar sua posicdo de
professor. Segundo Dieudonné (1979), Grassmann chegou ao conhecimento de
vetores por si so, pois nao havia aprendido Matematica além do curriculo do ensino
médio. Isso revela que Grassmann tinha um pensamento tedrico e conseguia
estabelecer os nexos internos e externos dos conceitos matematicos.

Grassmann aspirava tornar-se um professor universitario, acreditando que
isso facilitaria a promocao de suas ideias e, consequentemente, a disseminacao de
sua nova teoria. K como afirma Sousa (2018), “O pensamento humano busca formas
que possibilitem a transformacao continua da realidade através de seu trabalho
fisico e intelectual [...]”. Ele submeteu repetidamente seus trabalhos a avaliacao de
especialistas na esperanca de obter uma posicao como docente universitario. No

entanto, eles nao conseguiram compreendé-lo e, consequentemente, o rejeitaram.

2.2 Da publicacao de sua primeira obra a reescrita da mesma (1844 a 1861)

Depois de negadas todas as tentativas em se tornar um professor
universitario, Grassmann voltou sua atencao para escrever sua obra Die Lineale
Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik (GRASSMANN, 1878), que foi
publicada em 1844. Ele criou o que hoje é chamado de algebra exterior’. Porém,
seu trabalho ndo obteve tanta receptividade e foi criticado pela “[...] falta de clareza
na sua apresentacdo, especialmente em relacdo a extensa introducéao filoséfica, a
qual impediu muitos matematicos de qualquer leitura mais aprofundada”
(DORIER, 2000, p. 18, traducao nossa).

Grassmann parecia estar ciente da possivel rejeicdo que sua obra poderia

encontrar, uma vez que escreveu:

De fato, ao apresentar uma nova ciéncia, para que sua posicio e
significado possam ser devidamente reconhecidos, é indispensavel
mostrar de uma vez sua aplicacido e sua relacdo com objetos afins.
A introducao também deve servir a esse proposito. Na natureza das

7 “A Algebra Exterior é, do ponto de vista puramente algébrico, o estudo das aplicacbes
multilineares alternadas e suas ramificac¢ées. Sob o ponto de vista geométrico, ela trata dos vetores
p-dimensionais, que foram originalmente concebidos por H. Grassmann” (Lima, 2017, n.p).
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coisas, 1sso é mais de natureza filosdfica, e quando o separei do
contexto de toda a obra, fiz isso para ndo assustar imediatamente
os matematicos com a forma filosofica. Pois ainda h4a uma certa
rejeicao entre os matematicos, e em parte nao erroneamente, diante

das discussées filosoficas de assuntos matematicos e fisicos
(GRASSMANN, 1995, p. 15-16, traducio nossa).

Nota-se que Grassmann justificou a falta de sucesso de sua obra devido a
sua forma de apresentacao, que empregava uma linguagem nao convencional para
a época, sendo bastante filosofica e com escassa escrita Matematica. Isso reflete a
interdependéncia entre a forma e o contetido dos conceitos matematicos, tao
necessarios para o desenvolvimento dessa ciéncia.

Em 1846, Mo6bius sugeriu, de acordo com Dieudonné (1979), que Grassmann
concorresse ao prémio Fiirstlich Jablonowskischen Gesellschaft (prémio destinado
aqueles que tivessem tido grande relevancia na area de exatas) da Academia de
Leipzig. Ele, entao, submeteu seu livro intitulado Andlise Geométrica Vinculada e
a Caracteristica de Leibniz, onde desenvolveu as ideias de Leibniz sobre o
estabelecimento de um calculo aplicavel diretamente a situac¢ées geométricas
(OTTE, 1989). Nesse estudo, segundo Dieudonné (1979), Grassmann introduziu a
nocao de produto escalar entre dois vetores pertencentes a espacos n-dimensionais.
No entanto, Mobius, que foi um dos jurados, criticou a maneira como Grassmann
introduziu ideias abstratas sem fornecer ao leitor um gancho intuitivo para
pendura-las (SERVIDONI, 2006).

Em maio de 1847 Grassmann recebeu o titulo de Oberlehrer (professor
sénior) na escola Friedrich Wilhelm Schule e, no mesmo més, escreveu ao
Ministério da Educagao da Prussia solicitando que seu nome fosse colocado em uma
lista daqueles a serem considerados aptos para cargos universitarios. O Ministério
da Educacao pediu a opinido de Kummer sobre Grassmann, o qual, através de um
relatério, acabou com qualquer esperanca de Grassmann em conseguir um cargo
universitario, alegando que a solicitacdo foi expressa de maneira deficiente
(DOURADQO et al., 2021).

No inicio de 1849, ele se casou com Therese Knappe, tiveram onze filhos, dos

quais nove atingiram a idade adulta (EVES, 2004). Em marco de 1852, o pai de
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Grassmann, Justus, faleceu de insuficiéncia cardiaca. Mais tarde naquele ano,
Grassmann foi nomeado para preencher a antiga posi¢do de seu pail no Stettin
Gymnasium (DIEUDONNE,1979).

Tendo falhado em obter reconhecimento por sua matematica, Grassmann
voltou-se para um de seus outros assuntos favoritos, o estudo do sanscrito e do
goético. Durante sua vida, ele ganhou mais reconhecimento por seu estudo de
1idiomas do que pela Matematica, chegando a provar que o germéanico era “mais
velho” em um padrao fonoldgico que o sanscrito, estabelecendo-o como a lingua
mais antiga na linguistica indo-europeia. Percebe-se aqui tamanha
versatilidade de Grassmann, em dedicar-se a tantas areas e quao grande era
seu conhecimento cientifico.

Em 1854, ele redirecionou seu foco para a Matematica, sua grande
paixao, e sua teoria da extensao. Ele estava determinado a reescrever
completamente seu trabalho na esperanca de obter o reconhecimento merecido.
Simultaneamente, até o ano de 1861, ele publicou dezessete artigos cientificos
que desenvolveu para os campos da Fisica e Matematica. Sua abrangéncia
intelectual, conforme aponta Servidoni (2006), permitiu que ele navegasse com

forca por diversas areas do conhecimento.

2.3 Da segunda versao da Teoria da Extensao a sua morte (1862 a 1877)
Em 1862 foi publicado uma nova versao da sua obra de 1844, denominada
Die Ausdehnungslehre (GRASSMANN, 1862). Nesta versao, Grassmann define os
conceitos matematicos e imediatamente passa a apresentar as aplicacées desses
conceitos, de modo a tornar suas ideias mais claras. E notdvel a alteracdo na
estrutura do texto, em particular a completa omissao da introducao de cunho
filosé6fico, bem como uma reestruturacido metodolégica do texto, em favor de um
formato mais préximo a organizacdo proposicional, carateristica do estilo
euclidiano. Fica claro que, nesse movimento, através de um processo de
mutabilidade, que Grassmann estaria buscando se adequar e ter uma boa recepcao
de sua proposta que, novamente, ndo teria sucesso ao menos na década de 1860

(LINDER; SCHUBRING, 2022). Dorier (2000) aponta que, mesmo nao tendo mais
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a linguagem filoséfica pesada que continha na primeira versao, a leitura ainda era
densa e necessitava de um estudo minucioso de toda a teoria, fato que levou os
matematicos da época a ignorar novamente o seu trabalho, nao lhe dando voz em
meio a comunidade cientifica.

Desapontado por nao conseguir convencer os matematicos da importancia
do seu trabalho, Grassmann voltou-se novamente para a pesquisa em linguistica,
onde foi homenageado por suas contribuicées ao ser eleito para a American
Oriental Society e com a concessao de um diploma honorario pela Universidade de
Tubingen, na Alemanha (DOURADO et al., 2021).

Em 1872, Grassmann retomou seus estudos matematicos ao tomar
conhecimento de que matematicos estavam investigando e aplicando suas
obras e teorias. Segundo seu filho, Justus Grassmann, dois dias antes de seu
falecimento, Grassmann recebeu a noticia de que sua teoria seria divulgada
por meio de palestras ministradas por um professor em Dresden
(GRASSMANN, 2011).

Grassmann faleceu em 26 de setembro de 1877 de problemas cardiacos apos
um periodo de saude bastante debilitada, conforme aponta Servidoni (2006).

Dieudonné (1979, p. 1, traducao nossa), falando sobre Grassmann, afirma que:

Em toda a galeria de matemaéticos proeminentes que, desde a
época dos gregos deixaram sua marca na ciéncia, Hermann
Grassmann certamente se destaca como o mais excepcional em
muitos aspectos [...] Quando comparada com as de outros
matematicos, sua carreira é uma sucessio ininterrupta de
estranhezas: incomuns eram seus estudos; incomum era seu
estilo matemadtico; incomum e infeliz a total falta de
compreensio de suas ideias, ndo apenas durante sua vida, mas
muito depois de sua morte; deploravel a negligéncia que o
obrigou a permanecer por toda a vida professor de uma escola
secundaria quando homens deveras inferiores ocupavam cargos
nas Universidades.

A teoria de Grassmann, que condiz com o que Kopnin (1978, p. 196)
afirma ser uma teoria cientifica, a saber, “um sistema, um conjunto de juizos
unificados por um principio Unico”, embora nio tenha sido amplamente aceita

em seu tempo, continha os fundamentos de uma teoria que estava prestes a
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emergir no campo da Algebra, incluindo conceitos como espaco vetorial,
dependéncia linear, base, dimensao e transformacao linear. Devido a essas
valiosas contribuigdes, ele é reconhecido por muitos como o criador da Algebra
Linear (ASSIS, 2018).

Segundo Whitehead (1898), acredita-se que Grassmann, ao escrever sua
segunda versao da Teoria da Extensao, ndo tinha conhecimento nem mesmo do
classico livro de memoérias sobre matrizes de Cayley. Para Dorier (1995),
Grassmann fez sua teoria independente do resto da Matematica, baseando-se
apenas nas regras elementares de pensamento tedrico matematico.

As teorias de Grassmann s6 obtiveram reconhecimento apés Giuseppe Peano
publicar uma versao condensada de sua proépria leitura da obra de Grassmann, o
qual intitulou Geometric Calculus — according to the Ausdehnungslehre of H.
Grassmann® (PEANO, 2000).

Peano era italiano e foi o matematico mais conhecido de seu pais em sua
época. Apesar de sua influéncia, ele ndo recebeu notoriedade em sua obra
Calculo Geométrico, provavelmente por ter exposto as ideias de Grassmann e

nao as suas proprias.

3 As contribuicoes de Grassmann pelo olhar de Peano

Em seu Calculo Geométrico (PEANO, 2000), Peano fez uma releitura da
Teoria da Extensio de Grassmann, transformando a linguagem filoséfica em uma
linguagem mais matematica, consequentemente, com maior aceitacdo pela
comunidade cientifica da época, e ainda corrigiu certos equivocos cometidos pelo
autor, além de ampliar alguns conceitos ja estabelecidos. Apesar disso, Peano deixa
claro em seu trabalho que tal producio trata-se de conceitos ja concebidos por
Grassmann e que seu objetivo é, além de dar mais visibilidade para o autor, tornar
suas teorias conhecidas e aceitas pela sociedade matematica de sua época (Assis,

2018), conforme ele mesmo afirma:

8 Calculo Geométrico - de acordo com a Teoria da Extensio de H. Grassmann.
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O objetivo desta obra é tornar a algebra de Grassmann mais
acessivel a qualquer pessoa conhecedora dos fundamentos da
Geometria, Algebra e do Calculo Geométrico, com base em
algumas notacgées contidas na Teoria da Extensdo, e no
desenvolvimento de suas principais consequéncias (PEANO,
2000, p. 9, traducéo nossa).

Peano, para desenvolver essa obra, precisou compreender o movimento de
vir a ser dos conceitos matematicos apresentados por Grassmann, apreendendo os
conceitos grassmannianos através da obtencdo do universal, do essencial e
necessario ao conceito (KOPNIN, 1978).

O objetivo de Peano neste livro era o mesmo de Grassmann, o
desenvolvimento de um calculo geométrico. Desse modo, o livro consiste, em
grande parte, de calculos com pontos, linhas, planos e figuras tridimensionais.
Segundo Dorier (1995), Peano recupera os principais conceitos contidos na
Teoria da Extensao (versido de 1862), expondo-os de forma bem construida e
resumida, colocando as aplicacées ao final de cada capitulo, assim como
Grassmann. Nos termos de Kopnin (1978), Peano representou o mesmo objeto
de forma diferente, com fim diferente, de modo a exercer outra funcdo no
movimento do pensamento que conduz a verdade objetiva e leva ao processo de
reproducao do objeto pelo pensamento.

No primeiro capitulo de sua obra, apdés definir os conceitos de volume,
superficie e segmentos orientados, Peano estabelece operacgdes que dizem respeito
a quatro diferentes tipos de objetos geométricos: pontos, segmentos, superficies e
volumes. Nesse processo, ele extral propriedades mais amplas que nao estao
vinculadas a uma espécie especifica de objeto geométrico. Isso demonstra que é
possivel realizar operacoes com essas formacoes geométricas, independentemente
dos objetos algébricos particulares envolvidos (PEANO, 2000). Como ele mesmo diz
no prefacio do livro: “O calculo geométrico consiste em um sistema de operagoes
aplicaveis aos seres geométricos, analogos aqueles que a algebra efetua sobre os
numeros [...]”. (DORIER, 1990, p. 64, traducdo nossa). Este fato revela a
interdependéncia do modo de pensar nos objetos da Algebra Linear, com outros

objetos algébricos e geométricos.
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No capitulo dois, ele mostra que em um espaco, se trés vetores sio tais que
seu produto, que estd em forma de determinante, é ndo nulo, todos os vetores se
escrevem como combinacdo linear desses trés vetores (DORIER, 1995), dando a
nocao de vetores geradores de um espaco.

No nono e ultimo capitulo, Peano apresenta uma definicdo do que ele
denominou de um sistema linear e hoje conhecemos como espaco vetorial. Esta
é a primeira defini¢do axiomatica de um espaco vetorial real e estava muito
proxima da definigdo atual, que é a sintese de um processo historico de
desenvolvimento. Ha também outras defini¢cdes com essa caracteristica, a saber,
independéncia linear, base, coordenadas e dimensao (considerando a
possibilidade de dimensao infinita). E ha a defini¢cdo da dimensao de um sistema
linear como sendo o nimero maximo de quantidades linearmente independentes
em um sistema. Nos demais capitulos, Peano apresenta toda a restante teoria
grassmanniana, aquela que originou a Algebra de Grassmann.

E evidente a relevancia da obra de Peano na disseminacao das ideias de
Grassmann. Embora a obra de Grassmann tenha sido subestimada em sua
época, suas contribui¢ées tiveram um 1impacto significativo no
desenvolvimento da Algebra Linear.

Suas contribui¢des quanto a constituicdo dos conceitos acima mencionados,
serdo discutidos nas sec¢bes seguintes, fazendo um paralelo com o que temos hoje
formalizado nos livros didaticos de Algebra Linear, mostrando que, no trabalho de
Grassmann, a esséncia do conceito ja estava presente. Entretanto, o foco nao é o
aspecto linear da histéria, mas sim a mutabilidade da histéria dos conceitos que
contém uma realidade com constante movimento e que nao pode ser dividida,
fracionada, mas deve ser olhada com um todo, pois “O cerne dessa realidade é a
fluéncia, o movimento, a transformacao, e ndo a fragmentacao do proprio pensar
humano que contém a interdependéncia, caracteristica fundamental do movimento

do pensamento” (SOUSA, 2018, p. 47).
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3.1 Vetores

As primeiras nogoes de vetor, segundo Kleiner (2007), ndo sao datadas nos
ualtimos séculos, nem estao relacionadas com a Matematica, mas estdo ligadas a
Fisica e remonta a pensadores da Grécia Antiga, que interpretavam o vetor com
um “apelo geométrico e intuitivo muito forte para auxiliar a analise de problemas
fisicos” (TABOAS, 2010, p. 2). De acordo com Kleiner (2007) e Taboas (2010), os
gregos antigos utilizavam o conceito de vetor e de soma de vetores (atual regra do
paralelogramo) aplicados as grandezas fisicas como forga e velocidade. Sao os
conceitos emergindo das praxis humanas.

Na Matematica, a no¢ao de vetores teve origem com a representagao geométrica
de numeros complexos, introduzida de forma independente por diversos autores no final
do século XVIII e inicio do século XIX. Esta representacdo limitava-se a pontos ou
segmentos de retas orientados num plano. Hamilton, em suas pesquisas de astronomia,
ao precisar trabalhar com rotagées no plano, encontrou na representacao grafica dos
numeros complexos, a teoria matematica adequada. No entanto, ele precisava
relacionar essa teoria a teoria de vetores. Assim, em 1835, ele definiu os numeros
complexos, algebricamente, como pares ordenados de nimeros reais, possuindo as
operacoes usuais de adi¢ao, multiplicagdo e multiplica¢ao por escalar, como temos hoje
(KLEINER, 2007). Desta forma, Hamilton associou nimeros complexos com a
representacio vetorial, marcando as primeiras nocoes de vetores matematicos e ja
mostrando a interdependéncia das representacbes matematica dos conceitos.

Na mesma época que Hamilton, Grassmann, na segunda versao de sua obra,
representa um vetor como um segmento de linha reta com comprimento e dire¢ao
especifica, trazendo uma representacdo geométrica para este conceito, é a
mutabilidade das no¢oes conceituais. Ele define a adigao de dois vetores como a
regra que hoje admitimos como usual e a subtracao de vetores é realizada como a
adicao do negativo, que é o vetor que tem o mesmo comprimento e direcao oposta
(Melchiades da Silva; Frant; Oliveira, 2022).

Peano, na sua leitura de Grassmann, definiu vetor da seguinte forma: “Toda
formacao de primeira espécie da forma B — A é chamada de vetor. Os pontos A e B

sao chamados, respectivamente, de origem e termo do vetor” (PEANO, 2000, p. 30,
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traducao nossa). Para o autor, formacao de primeira espécie equivale a uma linha,
consequentemente, uma espécie da forma B — A se torna uma limitacao dessa linha,
que seria, na linguagem moderna, um segmento orientado que conduz a
conceituacao atual de vetor.

Pensando na forma contemporanea de abordar o conceito de vetor, Boldrini
et al. (1986), traz que vetores no plano sao segmentos orientados com ponto inicial
na origem, determinados exclusivamente pelo seu ponto final, uma vez que o ponto
de inicio é fixo na origem. Algebricamente, para cada ponto no plano, esta associado
um unico vetor e dado um vetor associamos um unico ponto no plano que é o seu
ponto final. Estabelece-se, entdo, uma correspondéncia chamada de biunivoca,
entres pontos do plano e vetores.

Estendendo a definicdo de vetores para o espaco tridimensional, Boldrini et
al. (1986, p. 101) afirma que nesse espacgo também ha “um sistema de coordenadas
dado por trés retas orientadas, perpendiculares duas a duas, e, uma vez fixada
uma unidade de comprimento, cada ponto P do espaco estara indicado como terna
de numeros reais (x,y,z), que da suas coordenadas”.

Nota-se que Grassmann, como expressado por Peano (2000), ja concebia o
nuclear do conceito de vetor e que autores posteriores a eles, através do
desenvolvimento histérico do conceito, aprimoraram sua escrita, chegando a uma

sintese, como a desenvolvida por Boldrini et al. (1986).

3.2 Espaco Vetorial

Em se tratando de espagos com mais de duas dimensées, Eves (2004)
afirma que desde a época que Euclides langou sua famosa obra Elementos de
Euclides, por volta do ano 300 a.C., os gregos ja conheciam os soélidos
geométricos e possuiam uma geometria em trés dimensoées. Eves (2004) relata
que no Livro XIII dos Elementos de Euclides, o autor reporta a criacao de
alguns soélidos regulares aos pitagoricos, remetendo o surgimento destes
s6lidos a séculos anteriores ao século III a.C.

Com o avango da ciéncia, tornou-se necessario uma teoria algébrica sobre um

espaco com mais de duas dimensoes, uma ampliacdo da teoria cientifica existente até o
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momento. Apods varias tentativas frustradas de diversos estudiosos em criar um espacgo
tridimensional, surge Hamilton, em 1843, com os seus quatérnios, criando um conjunto
de dimensao quatro, porém, sem ter uma teoria solida de um espaco vetorial qualquer
com mais de duas dimensoes. Nesse contexto, vem Grassmann com a sua Teoria da
Extensao, em 1844 e 1862, propondo uma algebra extremamente abstrata para os
matematicos da época, mas que continha tracos importantes de uma analise vetorial n-
dimensional requisitada pelos cientistas. Ea evolucdo da teoria matematica requerida
pelos estudiosos, a fluéncia dos conceitos.

No ano de 1888, explicando Grassmann, Peano apresentou seus sistemas
lineares que, em termos modernos, conhecemos por espacos vetoriais. Ele afirmou que

o sistema linear é o sistema de entidades que satisfazem as condicées 1, 2, 3 e 4 abaixo:

1. E definida a equivaléncia de duas entidades ae b do sistema, ou
seja, é definida uma proposic¢ao, indicada por a = b, que expressa
uma condi¢do entre duas entidades do sistema, satisfeitas por
certos pares de entidades, e ndo por outras, e que satisfaz as
equacoes logicas:
(a=b)y=Mb=a),(a=b)nb=c)<(a=c)
2. Define-se a soma de duas entidades a e b, ou seja, uma entidade,
indicada por a + b, é definido que também pertence ao sistema dado
e que satisfaz a condicéo
(a=b)<(a+c=b+c)a+b=b+aa+b+c)=((@+b)+c
sendo o valor comum dos dois membros da tultima equivaléncia
indicado por a + b + c.
3. Se a é uma entidade do sistema e m é um niimero inteiro positivo,
pela expressdo ma significaremos a soma de m entidades iguais a a.
E facil reconhecer que, se a, b, ... sdo entidades do sistema, e m,n, ...
inteiros positivos
(a = b) < (ma = mb);m(a + b) = ma + mb;
(m+n)a =ma+na;mmna) =(mn)a; la=a
Suponhamos que a expressdo ma seja atribuido um significado,
qualquer que seja o numero real m, de modo que as equacgdes
anteriores também sejam satisfeitas. A entidade ma é chamada de
produto do numero (real) m pela entidade a.
4. Finalmente vamos supor que existe uma entidade do sistema, que
iremos chamar a entidade nula, e que indicaremos por 0, de modo
que qualquer que seja a entidade a, o produto do niimero 0 com a
entidade a sempre da a entidade 0, ou seja, 0a = 0. Se a expressio
a — b se atribui o significado a + (—1)b, deduz-sea—a=0,a+0 =
a (PEANO, 2000, p. 119-120, traducio nossa, grifo do autor).
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Dorier (2000) esclarece que, enquanto Grassmann deduziu as propriedades
fundamentais dos espacos vetoriais a partir da definicio de operacdo nas
coordenadas, Peano fol mais preciso e descreveu uma estrutura axiomatica da qual
elas emergiam, além de ter aperfeicoado a formulacdo ao retirar algumas
redundancias e ter dado maior clareza aos conceitos de zero e de elemento oposto.
Assim, Peano foi um pouco além de Grassmann, contribuindo com a melhoria e o
desenvolvimento do conceito de espacgo vetorial, ocasionando uma mutacao das
ideias através do juizo estabelecido, da ideia relativamente acabada (KOPNIN,
1978), apods seus estudos da Teoria da Extensao.

Com a contribuicao de outros estudiosos, o conceito foi se desenvolvendo, se
transformando, e sua escrita se aprimorando, até chegar a sintese que se tem hoje
e pode ser expressa conforme Boldrini ef al. (1986) traz, definindo espaco vetorial
como sendo um conjunto V, nao vazio, que possul as operacgoes soma e multiplicacao

por escalar dadas, respectivamente, por

+ VXV >V “RXV -V
(w,v)Pu+v (a,u) » au
tals que, para quaisquer u,v,w€V e ab€R as propriedades abaixo sejam

satisfeitas:

iu+v)+w=u+w+w)
iiut+tv=v+u

iiiExiste 0 € V tal que u + 0 = u.é chamado vetor nulo.)
ivExiste —-u € Vtalqueu+ (—u) =0

va(u+v) =au+av

vi(a+b)v=av + bv

vii(ab)v = a(bv)

viiilu = u (BOLDRINI et al., 1986, p. 103).

Com essa definicdo, nota-se a riqueza das contribuicées de Peano em
relacdo a axiomatizacao da Matematica, pois, através dessa axiomatizacao, foi
possivel estabelecer sinteses claras e concisas de conceitos matematicos como

o de espaco vetorial.
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3.3 Dependéncia e Independéncia Linear

Os conceitos de dependéncia e independéncia linear nao foram,
originalmente, concebidos por Grassmann, segundo Taboas (2010), entretanto, o
autor afirma que ele, em sua Teoria da Extensao, apresentou aspectos
significativos para a organizacao e formalizacdo desses conceitos em termos
axiomaticos, apresentando isso em um contexto mais amplo dentro da Matematica.

Grassmann se aproximou da defini¢do de dependéncia linear ao afirmar:
“Dizemos que uma grandeza elementar de primeiro grau é dependente de outras
grandezas elementares, quando pode ser representada por uma combinacao linear
destas ultimas” (MELCHIADES DA SILVA; FRANT; OLIVEIRA, 2022, p. 20-21).
Grassmann também se referiu ao conceito de dependéncia, como sendo uma espécie
dependente de outra espécie, quando um vetor poderia ser escrito como combinacao
linear de outros vetores (MELCHIADES DA SILVA; FRANT; OLIVEIRA, 2022),
exatamente como temos na atualidade.

Encontramos também, a nocdo de dependéncia linear expressa nos
seguintes termos: “Uma espécie de mudanca (Aenderungsweise), é dependente
de uma outra, quando os vetores da primeira podem ser representados como
soma de vetores da segunda [...]” (MELCHIADES DA SILVA; FRANT;
OLIVEIRA, 2022, p. 20). Entretanto, segundo o autor, essa afirmacdo nao é
suficiente para decidir quando os vetores dados sdo linearmente independentes
ou, nos termos de Grassmann, independentes entre si, pois ainda ha
contradigOes inerentes a ela.

Caire (2020), também evidencia uma nocao de dependéncia linear

apresentada no contexto do que Grassmann chamou de magnitudes:

[Grassmann] definiu o conceito de dependéncia, onde uma
magnitude elementar de primeira ordem era representada como
soma multipla de magnitudes elementares de primeira ordem
independentes e essas magnitudes independentes nio podiam ser
representadas como multiplo ou soma do restante das magnitudes
independentes (CAIRE, 2020, p. 80).
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Através de Peano, temos um aperfeicoamento dos termos matematicos
expressos por Grassmann, com eliminacao de contradi¢ées conceituais. No capitulo
IX do seu Calculo Geométrico, Peano traz a seguinte definicdo de linearmente

dependente e independente.

Varias entidades a4, a,, ..., a, de um sistema linear sdo chamadas
mutuamente dependentes se for possivel determinar n nimeros
my,m,, ..., m,, nem todos iguais a zero, para os quais é satisfeita
a igualdade
miaq + mya, + -+ myua, = 0.

Neste caso, qualquer uma das entidades cujo coeficiente néo seja
zero pode ser expressa como uma func¢io linear homogénea do resto.
Se as entidades a4, ...,a, sdo mutualmente independentes, e se
entre elas existem uma relagdo, se deduz que m; =0, ...,m,, = 0. Se
AB ... sdo formacdes de primeira espécie no espaco, a equacio AB =
0,ABC = 0,ABCD =0 expressam a dependéncia de 2, 3 ou 4
formacbes. Cinco formacoes das primeiras espécies no espaco
sempre sdo mutuamente dependentes (PEANO, 2000, p. 120,
tradugao nossa, grifo do autor).

Comparando a linguagem de Peano com a que se tem hoje nos livros,
nota-se que o termo mutuamente equivale ao termo linearmente. Boldrini et
al. (1986) diz ser de extrema importancia saber se um vetor é ou nao
combinacgio linear de outros e traz uma sintese de todo o desenvolvimento
histéorico dos conceitos de linearmente dependente e linearmente

independente, expressos da seguinte forma:

Sejam V um espaco vetorial e vy, ..., v, € V. Dizemos que o conjunto
{vi,...,vn} é linearmente independente (LI), ou que os vetores
V4, ..., Uy sdo LI, se a equacdo a,v; + -+ a,v, = 0, implica que a; =
a, =--=a, = 0. No caso em que exista algum a; # 0 dizemos que
{v1, ..., v} € linearmente dependente (LD), ou que os vetores vy, ..., Uy
sdo LD (BOLDRINI et al., 1986, p. 114, grifo do autor).

O autor ainda traz um resultado, em forma de Teorema, para esclarecer e
classificar vetores linearmente dependentes: “{v,, ...,v,} é LD se, e somente se, um
desses vetores for uma combinacao linear dos outros” (BOLDRINI et al., 1986, p.

114). E perceptivel a semelhanca da notacdo atual com a notacao introduzida por
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Peano quase cem anos antes da obra de Boldrini et al. (1986), fato que reafirma
que o movimento de vir a ser desse conceito se manifesta através do movimento da

histéria da sua formacgao e do seu desenvolvimento (SOUSA, 2018).

3.4 Base e Dimensao

Crowe (1967), analisando as obras de Grassmann, traz o seguinte resultado
que ele diz ser uma afirmacao tipica de Grassmann: “T'odo vetor de um sistema de
ordem m pode ser escrito como a soma de m vetores que pertencem as dadas m
maneiras independentes de mudanca do sistema. KEssa expressdo é unica”
(CROWE, 1967, p. 69, traducao nossa). Nesse trecho temos inserido o conceito de
dimensao de um espaco vetorial quando ele fala de sistema de ordem m. E quando
ele diz “a soma de m vetores que pertencem as dadas m maneiras independentes
de mudanca do sistema” esta se referindo a uma combinacéo linear de vetores que
sao linearmente independentes. Juntando essas duas partes, pode-se afirmar que
Grassmann estava se referindo a base de um espaco vetorial, que é um conjunto de
vetores linearmente independentes que geram todo o espaco, sendo que gerar
implica em ser escrito como combinag¢ido linear de alguns dados vetores,
consequentemente, esses dados vetores sao os elementos da base, cuja quantidade
representa a dimensao do espaco.

Desde as representacées iniciais do conceito de base e dimensao, nota-se a
sua interdependéncia com outros conceitos como o de combinacdo linear e
dependéncia linear, mostrando que os conceitos estdo estabelecidos em um sistema
conceitual que requer um pensamento tedrico e formas de pensar especificas da
matematica que relacionam os conceitos de modo a desenvolver novos conceitos.

Do ponto de vista contemporaneo, esse resultado pode ser reescrito como:
Todo vetor de um espacgo vetorial de dimensdo m pode ser escrito como a
combinacgao linear de m vetores linearmente independentes. Esse resultado se
assemelha ao que Boldrini et al. (1986, p. 120) traz como sendo um teorema e
escreve: “Dada uma base g = {v,,v,, ..., v, } de V, cada vetor de V é escrito de maneira

b3

Unica como combinac¢ao linear de vy, v, ..., vy,.
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Peano (2000, p. 120, traducdo nossa), aperfeicoando a linguagem de
Grassmann, ao definir dimensao, escreve que “O nimero de dimensées de um sistema
linear é o numero maximo de entidades mutuamente independentes do sistema que

se pode assumir.” Para tornar sua definicao mais clara, ele exemplifica:

Por exemplo: as formacoes da primeira espécie na linha reta, ou
no plano, ou no espaco, formam sistemas lineares de 2, 3 e 4
dimensdes, respectivamente; os vetores no plano ou no espaco
formam sistemas de 2 e 3 dimensodes; as formacgbes de segunda
espécie no espaco formam um sistema de 6 dimensées. Os
numeros reais formam um sistema linear de uma dimens3o, os
imaginarios, ou complexos ordinarios, formam um sistema de
duas dimensées. Um sistema linear também pode ter dimensdes
infinitas (PEANO, 2000, p. 120, traduc¢io nossa).

Nota-se que Peano remete a existéncia de espacos vetoriais de dimensao
infinita, consequentemente, a no¢ao de base esta implicita nesse conceito através
dos seus nexos internos.

Formalizando todos esses conceitos, Boldrini et al. (1986) escreve que um
conjunto {vy, ..., v,,} de vetores de um espaco vetorial V sera uma base de V se eles forem
linearmente independentes e gerarem todo o espago. E ainda, “Qualquer base de um
espaco vetorial tem sempre o mesmo numero de elementos. Este nimero é chamado
dimensdo de V, e denotado dimV” (BOLDRINI et al., 1986, p. 119, grifo do autor).
Assim, temos uma sintese dos conceitos apresentados, inicialmente por Grassmann e

aperfeicoados por Peano e outros autores que, com o desenvolvimento da histéria,

contribuiram para a melhoria da escrita matematica.

3.5 Transformacao Linear

Na versao de 1862 da Teoria da Extensdo, Grassmann acrescentou uma
parte que nao continha na versao de 1844 e a denominou de Funktionenlehre
(Teoria de Funcgées), que, de acordo com Liesen (2011) é o mais espléndido
acréscimo feito por Grassmann. E nessa parte que encontramos uma secio
intitulada Ganze Funktionen ersten Grades und Darstellung derfelben als
Quotienten. (Fungoes completas de primeiro grau e a representaciao delas como

Quociente), onde Grassmann trabalha com o objeto matematico denominado de
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Bruch ou Quotient (Fracao ou Quociente). Numa linguagem atual, a “fracdo” de
Grassmann pode ser chamada de transformagao linear de um espaco vetorial de
dimensao finita (LIESEN, 2011).

Peano (2000), ao representar o historico pelo logico através sua leitura de

Grassmann, reescreve a definicdo de transformacao linear da seguinte forma:

Uma operacdo R, a ser realizada sobre cada entidade a de um
sistema linear A, é dita distributiva, se o resultado da operacdo R
sobre a entidade a, que indicaremos por Ra, é também uma entidade
de um sistema linear, e as entidades
R(a+ a' = Ra+ Ra’,R(ma) = m(Ra)

sao verificadas, onde a e a' sdao entidades quaisquer de um
sistema A e m é um numero real qualquer. A entidade Raque é
resultado da operacdo distributiva Rsobre a entidade a,é
chamada de funcdo distributiva de a. Uma operacio distributiva
também é chamada de transformacdo linear (PEANO, 2000, p.
122, traducio nossa, grifo do autor).

Através de um movimento temporal, trazendo o conceito de transformacao

linear para atualidade, Boldrini et al. (1986, p. 144, grifo do autor), escreve:

Sejam V e W dois espacos vetoriais. Uma transformagdo linear
(aplicacdo linear) é uma funcdo de V em W, F:V - W, que satisfaz
as seguintes condigées:
i Quaisquer que sejamuevemV, F(u+v)=F(u) + F(v),
iiQuaisquer que sejam k € Rev € V, F(kv) = kF (v).
E notdvel que ambas as obras definem transformacio linear da mesma
maneira, apesar dos simbolos usados serem diferentes, mostrando que em Peano

ja havia a formacao do conceito e que, com a histéria, houve a mutacao da escrita

simbdlica matematica.

4. Consideracoes Finais

O desenvolvimento histérico dos conceitos apresentados, revela, em si, o seu
movimento de constituicdo permeado pelas certezas e incertezas cientificas que
foram se transformando em prol da unidade conceitual, a saber, a sintese de cada

conceito expresso nos livros didaticos da atualidade. A totalidade da Algebra
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Linear se da além desse processo histérico e através da constituicdo do logico,
permeado pelo histérico, na formacdo do pensamento tedrico que esta em
movimento na mente humana por meio da atividade de aprendizagem.

A semelhanca entre os conceitos desenvolvidos por Grassmann, reescritos
por Peano, e aqueles utilizados hoje na Algebra Linear revelam que os nexos
internos e externos dos conceitos foram se desenvolvendo com a histéria, revelando
o movimento do pensamento humano em prol da sintese conceitual. Peano foi um
mediador entre a complexa obra de Grassmann e a comunidade matematica,
reapresentando a teoria grassmanniana em uma linguagem mais acessivel e,
consequentemente, aceita pelos matematicos e estudiosos da época.

Seus feitos transcendem seu tempo e, acrescidos de melhorias feitas por
grandes nomes, como Elie Cartan, Hankel, Whitehead e Klein, a Algebra Linear
se desenvolveu, estruturou e chegou a sua sintese, a qual encontra-se nos atuais
livros didaticos. Foi a transformacéo da realidade matematica através do trabalho
intelectual de grandes homens.

Através dos conceitos lancados por Grassmann, os matematicos
desenvolveram novos conceitos e teorias, avancando no processo do
conhecimento prol meio da generalizagdo matematica da teoria
grassmanniana, como é o caso da teoria sobre espaco vetorial de dimensio
infinita, que teve como propulsor uma consideracio feita por Peano sobre o
conjunto das fungdes polinomiais de uma variavel real. Porém, a sintese
axiomatica deste conceito s6 foi finalizada por Banach em 1920.

Outras teorias também se desenvolveram a partir das ideias de Grassmann,
como a axiomatizacdo de um espaco vetorial normado, criada por Hilbert, a
definicdo de base de uma extensdo de um corpo, desenvolvida por Dedekind e a
axiomatizacao de um espaco vetorial normado completo, criada por Banach.

E notéria a importancia da Teoria da Extensdo de Grassmann para o
desenvolvimento da Matematica, necessitando de mais pesquisas nessa obra tao
densa que conduzam a compreensao de fatos que permeiam processos de ensino-
aprendizagem da Algebra Linear na atualidade, sejam elas no campo da Histéria

da Matematica, da Didatica da Matematica, ou outros afins.
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El Movimiento Histoérico de las Aportaciones de la
Teoria de Extension de Grassmann al Algebra Lineal

RESUMEN

Hermann Grassrpann fue un aleman del siglo XIX que estableci6 los hitos iniciales para el
surgimiento del Algebra Lineal, un area de las Matematicas que ofrece recursos basicos para el
desarrollo de diversas subareas de las Matematicas y de otros ambitos del conocimiento, como la
Ingenieria y la Fisica, por ejemplo. Por ello, este articulo tiene por objeto presentar una biografia de
este autor, destacando dos de sus obras que recogen sus logros en esta area. Consiste en una
investigacién bibliografica con andlisis cualitativo de datos basado en los fundamentos del
movimiento légico-histérico del objeto, posibilitando un andlisis histérico, cultural y social, con el
objetivo de responder a la siguiente pregunta problema: ;cuales fueron las contribuciones de
Grassmann al desarrollo del Algebra Lineal que lo llevaron a ser considerado el creador de este
campo de estudio? La conclusién es que Grassmann lanz6 las primeras ideas sobre muchos de los
conceptos que hoy componen el Algebra Lineal, como los espacios vectoriales n-dimensionales, la
transformacién lineal y otros, por lo que muchos lo consideran el creador del Algebra Lineal.

Palabras clave: Historia de las Matematicas; Algebra Lineal; Hermann Grassmann; Movimiento
Légico-Histérico.
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