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Resumo. Neste trabalho, apresentamos uma aplicacdo do célculo diferencial de ordem néo inteira,
conhecido como Calculo Fracionario, a modelos matemdticos cldssicos. Analisamos o comporta-
mento da solucdo de quatro problemas envolvendo derivadas fraciondrias com condi¢des iniciais,
que consiste em substituir a derivada usual da equagdo diferencial ordindria por uma derivada
fraciondria no sentido de Caputo de ordem inferior a do problema original. Os resultados deste
trabalho contribuem para os estudos de modelagem via equagdes diferenciais de ordem ndo in-
teira, ao investigar o comportamento das solucdes. Tal contribuicio € particularmente relevante
diante da auséncia de uma interpretacdo fisica bem definida para a derivada fracionaria, o que
torna desafiadora a utilizacdo de modelos fracionarios.

Palavras-chave. Cilculo fraciondrio, funcdes de Mittag-Leffler, derivada fracionéria segundo
Caputo, equacdes diferenciais fraciondrias.

CLASSICAL MATHEMATICAL MODELS WITH A FRACTIONAL APPROACH

Abstract. In this work, we present an application of non-integer order differential calculus, known
as Fractional Calculus, to classical mathematical models. We analyze the solution behavior of four
problems involving fractional derivatives with initial conditions, which consists of replacing the
usual derivative of the ordinary differential equation with a fractional derivative in the Caputo
sense of a lower order than that of the original problem. The results of this work contribute to the
field of modeling via non-integer order differential equations by investigating the behavior of their
solutions. Such a contribution is particularly relevant given the lack of a well-defined physical
interpretation for the fractional derivative, which makes the use of fractional models a challenging
endeavor.
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MODELOS MATEMATICOS CLASICOS CON UN ENFOQUE FRACCIONARIO

Resumen. En este trabajo, presentamos una aplicacion del cdlculo diferencial de orden no entero,
conocido como Calculo Fraccional, a modelos matematicos clasicos. Analizamos el comportami-
ento de la solucién de cuatro problemas que involucran derivadas fraccionarias con condiciones
iniciales, lo cual consiste en reemplazar la derivada habitual de la ecuacién diferencial ordinaria
por una derivada fraccionaria en el sentido de Caputo de orden inferior al del problema origi-
nal. Los resultados de este trabajo contribuyen a los estudios de modelado mediante ecuaciones
diferenciales de orden no entero, al investigar el comportamiento de las soluciones. Dicha contri-
bucién es particularmente relevante ante la ausencia de una interpretacion fisica bien definida para
la derivada fraccionaria, lo que hace que la utilizacién de modelos fraccionarios resulte un desafio.

Palabras clave. Calculo fraccionario, funciones de Mittag-Leffler, derivada fraccionaria de Ca-

puto, ecuaciones diferenciales fraccionarias.

1 Introducao

O célculo de ordem nao inteira, usualmente chamado de Célculo Fracionario, ¢ um campo da
matematica que se dedica ao estudo de extensdes dos conceitos de integracdo e diferenciacdao
para ordens ndo inteiras. Sua origem veio da curiosidade sobre a possibilidade de estender
o conceito de derivadas para ordens fraciondrias. De acordo com [1] e [2], a ideia comecou
a ser explorada no final do século XVII, quando L"Hopital questionou Leibniz sobre o que
aconteceria se a ordem n da derivada fosse uma fragdo, como n = % Essa troca de ideias
levou a um desenvolvimento significativo na drea, com mateméticos como Euler e Lacroix
contribuindo para a formalizacdo do conceito.

Lacroix, em 1819, foi um dos primeiros a definir uma derivada fraciondria, utilizando a
Funcdo Gama para generalizar a nocao de fatorial e estender a ordem de derivacao. Isso permitiu
que derivadas de ordem nao inteira fossem calculadas, como demonstrado na expressao para
dj(f), que resulta em %5 Essa abordagem se alinha com a defini¢cdo de Riemann-Liouville,
q(fite2 surgiu em 1869.

O estudo do Célculo Fraciondrio tem ganhado destaque devido a sua ampla aplicabilidade,
especialmente em fisica e engenharia, e diversas defini¢cdes de derivadas fraciondrias foram
criadas e estudadas (ver [3]], [1], [4] e [S]). Em [6] s@o propostos critérios para um operador ser
considerado uma derivada fraciondria.

Neste trabalho, serd utilizada a derivada de Caputo de ordem real. Embora, na literatura,
a ordem das derivadas fraciondrias possa assumir valores complexos, opta-se aqui por ordens
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reais devido ao foco na modelagem de fendomenos classicos. O objetivo é explorar como o
Calculo Fraciondrio pode ser aplicado a modelos matematicos tradicionalmente descritos por
equacdes diferenciais ordindrias, por meio da substituicio da ordem inteira por valores ndo
inteiros, resultando em equacdes diferenciais fraciondrias. Essa generalizacdo permite que a
solu¢ao do modelo cldssico seja recuperada como um caso particular da solugao fraciondria.

A escolha da derivada de Caputo justifica-se por sua maior adequacdo a modelagem de
sistemas fisicos, uma vez que, diferentemente da derivada de Riemann-Liouville, ela permite
a imposic¢ao de condi¢des iniciais de ordem inteira, que possuem interpretacdo fisica direta.
Além disso, essa defini¢do é particularmente conveniente para a aplicacdao da Transformada de
Laplace, pois sua formulaciao envolve apenas os valores iniciais da funcdo e de suas derivadas
usuais, o que simplifica o processo de obtencdo das solugdes.

O texto inicia com conceitos preliminares na Secdo [2| e um estudo de fungdes essenciais
para o estudo do Célculo Fracionério na Se¢do |3} Na sequéncia, na Secdo | apresentamos uma
introducdo dos conceitos do Célculo Fracionério e a derivada segundo Caputo e, por fim, na
Secdo 5| discutimos os modelos fraciondrios.

2 Conceitos preliminares

Nesta secdo apresentamos alguns conceitos necessarios para o estudo do Célculo Fracionario e
as aplicacoes analisadas a seguir. Iniciamos com a definicdo da Transformada de Laplace.

Definicao 1. Seja f(t) uma funcdo definida no intervalo 0 < t < oo. Definimos a Transformada
de Laplace de f(t), denotada por Z[f(t)] ou F(s), como a integral

F(s) = 210 = [ s
0
onde s, o pardmetro da transformada, é tal que s > .

Pela defini¢ao acima € possivel provar a linearidade da Transformada de Laplace. De fato,
para quaisquer valores «, § € R e fungdes f, g cujas Z[f(t)] e £[g(t)] existam, pela lineari-
dade da integral, segue

Llaf(t) + Belt)] = / " (af () + By(t)) et

_ /0 " af(t)etdt + / " Bglt)etdt
— / ft) Stdt+ﬁ/ Je~*dt

= fOI+8ZL1g
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Definicao 2. Dizemos que uma funcdo f é de ordem exponencial, se existirem constantes k, a e
M, tais que | f(t)| < ke™, parat > M.

Para analisar e buscar solu¢do de um problema de valor inicial, serd necessirio conhecer
a Transformada de Laplace das derivadas da funcdo f. Enunciamos, no teorema abaixo (cuja
demonstracdo pode ser encontrada em [7]), a propriedade de que a transformada da derivada de
ordem n de uma fun¢ao pode ser escrita em termos da transformada da fungao.

Teorema 1. Seja f uma funcdo tal que f, f', f",--- , fV sd@o continuas e f™ é continua por
partes em qualquer intervalo 0 < t < A. Além disso, suponhamos que f e todas as derivadas
de ordem até n sejam de ordem exponencial. Entdo, Z|f™ ()] existe para s > a e é dada por

LI O] = "L (O] = " 0) = - = sf772(0) = f77H(0).

A Transformada de Laplace do produto de duas fun¢des nao necessariamente € igual ao pro-
duto das transformadas. Porém, tal propriedade € vélida para o produto de convolugdo definido
abaixo.

Definicao 3. Sejam f e g duas fun¢des continuas por partes em todo intervalo da forma [0, A].

Definimos o produto de convolugdo de [ e g, denotado por (f * g), como

(f * o)t /ft—T dT—/f glt — 7)d

Proposicao 1. Sejam f e g duas fungdes continuas por partes em todo intervalo da forma [0, A|
e que possuem Transformada de Laplace. Logo,

LI(fxg) )] =Z1f )] - ZL[g)]-

Demonstracdo.  Sejam

F(s)G(s) = /0 et (bt /0 e g(r)ydr

- [ N —H N drdt.
/O £(t) / g(r)e T drdt
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Fazendo a mudanga de varidvel v = ¢t + 7, com ¢ fixado, obtemos

_HQG@%:Amﬂﬂlmg@—wK“Mﬁ.

Por fim, invertendo a ordem de integracao
F(s)G(s) = / / ft)g(v —t)e *dtdv
o Jo

_ Am(évﬁmw—ﬂﬁ)wa

= /Ooo(f x g)(v)e *dv
= Z[(f*9)(v).

]

A Transformada de Laplace serd utilizada na resolucdo de problemas de valores iniciais
envolvendo equagdes diferenciais fraciondrias propostas na Secédo [5} obtendo assim equagdes
algébricas. A fim de recuperar as solu¢des dos problemas de partida, podemos aplicar a propri-
edade de que .Z[f(t)] admite inversa, denotada por .# ' [F(s)], cuja a férmula geral é omitida,
uma vez que envolve uma integral de fungdo de varidvel complexa, que ndo € objeto de estudo
deste trabalho. No entanto, pode ser provado que dada f(¢) uma fun¢@o continua com Trans-

formada de Laplace F'(s), ndo existe outra fungdo continua possuindo a mesma transformada
F(s) (ver [[7]], p. 247).

3 Funcoes Especiais

Iniciamos esta secdo apresentando a Fun¢do Gama, a qual desempenha um papel essencial no
estudo do Célculo Fraciondrio, estando presente na definicao da Integral de ordem nio inteira.
Para este trabalho, a Fun¢do Gama seréd definida sobre o conjunto dos nimeros reais. No en-
tanto, ela pode ser definida no conjunto dos nimeros complexos (ver [8]] para mais detalhes).

Definicao 4. Definimos a Fun¢cdo Gama pela integral impropria,
[(x) = / e~ ldt, Vx> 0.
0

A Funcio Gama € considerada uma generalizacdo do fatorial para nimeros reais em virtude
da propriedade abaixo.

Proposicio 2. Sen € N, entdo T'(n) = [~ e " 'dt = (n — 1)L,

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.7, Jan/Dec 2026, p. 5/
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Demonstracdo. A demonstracao segue por inducdo sobre n. Paran = 1,

F(l):/ e_ttl_ldt:/ e tdt =1 =0
0 0

Logo, a igualdade é vilida para n = 1. Agora, suponhamos a igualdade vélida para n. E
possivel mostrar a validade para n + 1, ou seja, I'(n + 1) = n!l. Para isso, utilizamos integracao
por partes, obtendo

I'n+1) = / e 'dt = —e IS + n/ e 4" 1dt = nl'(n) = n(n — 1)! = nl,
0 0

uma vez que [—e #"]!=5° = — lim e "¢ = 0. =
t—o00
A propriedade acima pode ser generalizada para todos os niimeros reais positivos.

Proposicao 3. Se x > 0, entdo
I(z+1) =al'(2). (1)

Demonstragdo. Integrando por partes,
[(x+1) = / e 'trdt = —e T H|IZ + x/ e ' dt = ol (z).
0 0

]
Pela Proposicao anterior, podemos estender o dominio da Fun¢do Gama para todos os reais
nao nulos, com exce¢do dos inteiros negativos. De fato, sendo x > 0, podemos escrever

D) = L&+

X

O lado direito dessa equagdo estd bem definido para valores de —1 < z < 0. Logo, podemos
definir o lado esquerdo também para valores obtidos do lado direito. Desta forma estende-
mos o dominio de I' para —1 < x < 0. Realizando o mesmo raciocinio para os intervalos
—2 < x < —1 e os proximos seguindo esse padrdo, obtemos uma extensao do dominio dessa
fungdo para todos os reais ndao nulos, com excec¢do dos inteiros negativos.

No que segue, definimos a Func¢do de Gel’fand-Shilov e calculamos a sua respectiva Trans-
formada de Laplace, que serd necessaria para resultados posteriores.

Definicao 5. Sejam n € N e o um niimero ndo inteiro. Definimos a Fun¢do de Gel fand-Shilov

de ordem n e de ordem «, respectivamente, por

1

tn— tozfl
bult) = 40 EED g gy = T 20
0, set <0 0, set<O0
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Notemos que ao aplicar a Transformada de Laplace na Fun¢do de Gel’fand Shilov de ordem

Lloa(t)] = /0 h e—stlécz;>dt =7 (1a) /0 h e s,

Introduzindo a mudanca de varidvel st = a,

«, obtemos

Lloa(t)] = ﬁ% /0 ety

o 1 1/006(1 <a>a—1da
 T(a)s Jo s
1 o0 1
— —age-lg
—F(a)so‘ /0 e “a a

ST [
= — e *a® “da.
F(a)/o

Logo, pela defini¢do da Fungdo Gama (Definigdo H)),

—Q

S

[(a)

Para as solucdes das equacdes diferenciais ordindrias presentes nos modelos fraciondrios

Z[Qboc (t)] =

INa) =577 )

abordados nas proximas se¢des, utilizamos Transformada de Laplace da fungdo E,(+at®),
onde a é uma constante e E,(t) é a Fun¢do de Mittag-Leffler de um parimetro, que definimos
a seguir.

Definicao 6. Definimos a Fungdo de Mittag-Leffler de um parametro, para o > 0 et > 0, pela

série
oo

tk
E.(t)= _
0= e
k=0
A funcdo acima é considerada uma generalizacdo fraciondria da fun¢@o exponencial. Ob-

servemos que
()

Ei(t) = _— = —=e'.
|
prd I'(k+1) k!

Na proposi¢do a seguir apresentamos a Transformada de Laplace da Funcdo de Mittag-
Leffler de um pardmetro. Esse resultado serd essencial na Se¢do [5] para recuperar as solu¢des

dos problemas de valores iniciais.

Teorema 2. Se s* > |a

, entdao

LBy (£at®)] = 3)

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.7, Jan/Dec 2026, p. 7 /
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Demonstragdo. Da defini¢ao de Transformada de Laplace e da Fun¢ao de Mittag-Leffler,
segue que
oo & + a)k 00
LBy (£at®)] = By (Fat®)dt = & / stk 4
Bakarr)) = [ e i = Y s [ @

i

0

Fazendo a mudanca de varidvel u = st, e pela defini¢do da Fun¢do Gama (Definigao [)),

Oo—stak o OO_u uak:du_ 1 Oo—u ak o 1
/0 e tdt—/o e <g> ?_Sak+1/0 e “u du-sak+1f‘(ak+1).

Substituindo em (4)), obtemos

>0 1 1 [+al® 1 1 gl
ZL[Eo(+at®)] Dok +1)= - - - — .
@ ;Fakﬁtl gok+1 (ak +1) S;{Sa} s1F & s*Fa

4 O Calculo Fracionario

Esta secdo contempla alguns conceitos do Calculo Fraciondrio que serdo utilizados no estudo
dos modelos fraciondrios, mais especificamente, a derivada fraciondria segundo Caputo, bem
como a sua Transformada de Laplace. Essa derivada fraciondria € definida a partir do conceito
de integral fraciondria (ordem inversa ao que € estudado no calculo usual).

Nesse sentido, iniciamos introduzindo o operador integral de ordem inteira n € N de uma
funcdo f : R — R integravel. Tal operador integral, de ordem inteira 1 e n, € definido por

:/Otf(tl)dtl e I"f(t) // / / Wdtndt,_y - - dtydty.

A proposicdo abaixo fornece uma formula geral para o operador integral de ordem inteira
n, fundamental para a defini¢do da integral fraciondria.

Teorema 3. Seja f : R — R integrdvel. A integral de ordem n € N da fungdo f é dada por

1) = [ s = oo 10

Demonstragdo. A prova serd feita por indugdo sobre n. Paran = 1,

_ gD
0= [ s = [ LI fopds = o)« 0
—_—

1
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na qual a dltima igualdade é consequéncia das Defini¢des [3] e [5] Considerando a igualdade
valida para n, segue pela defini¢do do operador integral e invertendo a ordem de integragdo,

") = I f() // dsdu—// n_‘gi), (s)duds
/o n—8)1)1/3<u_ o ld“ds_/o <nf— ] { U;S)n}::ds
t

(
= /O ( ;!Sylf(s)ds = Qny1(t) * f(2).

O

A generalizacdo do operador integral de ordem inteira para o de ordem nao inteira € possivel

utilizando a generalizagdo fraciondria do conceito de fatorial através da Funcao Gama, discutida
na Secao[3]

Definicao 7. Seja f uma funcdo integrdvel. A integral fraciondria de ordem o > 0 de f,
denotada por I* f(t), é

e ! (t — S>a71
1) = 6alt) * £() = | 2 f(s)ds.
0
Definimos também que I° f(t) = f(t).
Com isso, podemos apresentar a derivada fracionéria segundo Caputo.

Definicao 8. Sejam 3 > 0en € N, tal que, n — 1 < 8 < n. A derivada de Caputo de ordem 3
de f(z), com x > 0, denotada por DP f(x), é

x (n)
D*fa) = D0 = g [ s
Observemos que se § = n, entao

DP[f(x)] = I""P[D" f(x)] = I°[D" f(x)] = D" f(x).

Isto €, a derivada usual € um caso particular da derivada fraciondria segundo Caputo.

A Transformada de Laplace da derivada de Caputo € calculada no teorema a seguir.
Teorema 4. Sejam 3 > 0en € N, tal que, n — 1 < 5 < n. Entdo

LD f(1)] =" LD f(1)).

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.7, Jan/Dec 2026, p. 9/
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Demonstracdo.  Pelas Defini¢cdes da Derivada e Integral fraciondrias, temos

ZIDPft) = LD f()]
= Llpn-p(t) x D" f(1)].

Utilizando agora a Proposi¢ao[I]e a Equagao (2)

LD ()] = Llpnp(t)]- ZL[D"f(1)]
P LD (1),

5 Modelos Matematicos Fracionarios

No célculo fraciondrio, modelos matematicos buscam representar de forma abstrata fendmenos
e processos utilizando equacdes diferenciais que possuem derivadas de ordens nao inteiras. A
utilizacdo de modelos fraciondrios auxilia na compreensdo de fendmenos naturais como em
mecanica dos fluidos, nas engenharias, biomatematica, probabilidade, sendo utilizado inclusive
na drea da saide. Tais modelos possuem grande importancia na pesquisa matematica visto que
contribuem para o desenvolvimento de novos métodos e teorias na drea.

Nesta secdo apresentamos alguns modelos envolvendo equacoes diferenciais cldssicas, mas
com sua abordagem fraciondria, utilizando a Derivada Fraciondria segundo Caputo. O objetivo
¢ analisar o comportamento das solu¢cdes do modelo fraciondrio em comparacdo com o modelo
classico. As principais referéncias deste estudo sao [9]] e [10].

5.1 Crescimento populacional de Malthus

O modelo de crescimento populacional Malthusiano, proposto por Malthus em 1798, € aplicado
em problemas envolvendo uma dindmica populacional e amplamente estudado na literatura.
Pode ser utilizado, por exemplo, em populagcdes de microrganismos, como bactérias e fungos
(ver [11]).

De um modo geral, é considerada uma populacio cujo niimero de individuos no instante
t varia em uma taxa de variagdo proporcional a esse nimero. Isto é, sendo P(t) a populagdo
no instante ¢ e £ € R a constante de proporcionalidade, podemos escrever a seguinte equagao

diferencial ordinaria
dP(t)

dt
Substituindo em (5)) a derivada de ordem 1 pela derivada fraciondria segundo Caputo de

= kP(¢). (5)

ordem 0 < v < 1 e considerando a condi¢ao inicial P(0) = Py, obtemos o problema fracionario

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.7, Jan/Dec 2026, p. 10/
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de valor inicial
D*P(t) = kP(t),

6

Aplicando a Transformada de Laplace e usando sua linearidade, segue que
Z|D*P(t)] — kZ[P(t)] = 0.

Pelos Teorema[d] (com n = 1) e o Teoremall],

s Z[DP(t)] — kZ[P(t)] = 0
s> s Z[P(t)] — P(0)] — kZ[P(t)] = 0
s“ZLP(t)] — s*1P(0) — kZ[P(t)] = 0.

Denotando F'(s) = Z[P(t)], e substituindo a condi¢do inicial, obtemos

F(s) = P.

Assim, comparando a solucdo obtida acima com a transformada de Laplace das Funcdes de
Mittag-Lefler, obtido na Equagéo (3)), podemos concluir que a solu¢do do problema fraciondrio
de valor inicial (6]) é

P(t) = PyEq(kt®).

Na Figura |1} representamos alguns graficos de P(t) para diferentes valores da ordem « e
k > 0, em que podemos verificar que quando a ordem « tende a 1, o caso inteiro € um caso
particular do caso fraciondrio. De fato, notemos que

lim P(t) = PyE,(kt) = Pye™.

a—1~

5.2 Leido Resfriamento de Newton

No século XVII, o cientista britanico Isaac Newton desenvolveu um modelo para explicar a
variacdo de temperatura, que hoje é reconhecido como a Lei do Resfriamento de Newton. De
acordo com Newton, a variagdo da temperatura de um corpo no decorrer do tempo é proporcio-
nal a diferencga de temperatura entre o corpo e o meio no qual ele se encontra. Matematicamente,
€ possivel escrever a Lei do resfriamento de Newton pela seguinte equacgdo diferencial ordinéria

C'(t) = —k(C(t) — a), ()

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.7, Jan/Dec 2026, p. 11/
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Figura 1: Griéfico de solugdes do modelo de crescimento populacional malthusiano fracionério para
diferentes valores da ordem o.

(©]
L]
U
8
S 4
Q.
(o]
a.
——0=0.2
o= 0.4
. a=07| |
—a=1

| | | | | | |

Tempo

Fonte: Elaborada pelos autores, utilizando o software Matlab.

onde k£ > 0 € a constante de proporcionalidade, C'(¢) é a temperatura do objeto no instante £ > 0
e a € R é a temperatura do meio.

Substituindo em ({7 a derivada de ordem 1 pela derivada fracionéria segundo Caputo de or-
dem 0 < o < 1 e considerando a condigdo inicial C'(0) = Cj, obtemos o problema fracionario
de valor inicial

DeC(t) = —k(C(t) — a),

8

Aplicando a Transformada de Laplace e usando a sua linearidade, segue que
Z[D*C(t) + kZ[C(t)] — akZL][1] = 0.
Pelos Teorema [4] (com n = 1) e TeoremalI}

S LLIDOM)] + kZLICH)] — akL[1] = 0

1 Z[0(0)] - C0)] + kL[C()] — % _ 0
L] — s LC(0) + kL[C(#)] % _—
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Denotando F'(s) = .Z[C(t)] e substituindo a condi¢ao inicial, obtemos

st C 4 k
s 4+ k0 as(so‘—i—k)‘

F(s) =

Observemos que

a—1 a—1 1 a—1
F(s):: C’0+a(s ->:<co+a); + 2

s+ ks
Portanto, segue de (3) que a solugdo do problema fraciondrio de valor inicial (8) é

O(t) = (Co + a) Ea(—kt?) — a.

Na Figurarepresentamos alguns graficos de C'(t) para diferentes valores da ordem o, com
Co > aek > 0, em que podemos verificar que quando a ordem « tende a 1, o caso inteiro é um
caso particular do caso fraciondrio. De fato, notemos que

lim C(t) = (Cy + a)Ey(—kt) —a = (Cy + a)e™™ — a.

a—1—

Figura 2: Grifico de solugdes da equagdo do resfriamento de Newton para diferentes valores da ordem
.

Temperatura

Tempo

Fonte: Elaborada pelos autores, utilizando o software Matlab.

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.7, Jan/Dec 2026, p. 13/



hv4
L Qc.mo

{

FLOR, F. A.; ROSSATO, R. A. 14

5.3 Equacao Logistica de Verhulst

Em 1838, Pierre Francois Verhulst desenvolveu um modelo matematico de crescimento po-
pulacional aplicavel a ambientes com restricdes de recursos, introduzindo uma varidvel que
representa a capacidade de suporte do meio. Ao contrdrio do modelo malthusiano (estudado na
Se¢do [5.1), o modelo de Verhulst prevé um crescimento populacional limitado, uma vez que,
ao atingir a capacidade de suporte, a populagdo tende a estabilizagdo (ver [[12]).

Neste trabalho, serd considerada uma versao linearizada do modelo, o que permite simpli-
ficar sua andlise e, em particular, viabiliza o uso da Transformada de Laplace no contexto da
abordagem fraciondria.

O modelo logistico, nessa formulagdo, € descrito pela seguinte equacao diferencial or-
dindria:

%v(t) =k (1 - v(t)) , ©)

r

onde k € a taxa de crescimento, 7 € a capacidade de suporte, € N(t) = v~ '(t) representa o
numero de individuos.

Substituindo em (9) a derivada de ordem 1 pela derivada fraciondria segundo Caputo de
ordem 0 < o < 1 e considerando a condicdo inicial v(0) = vy, obtemos o problema fracionario
de valor inicial

Dv(t) =k (+ —v(t)),

10
v(0) = . 10

Utilizando o mesmo raciocinio dos problemas anteriores, aplicando a Transformada de Laplace,
usando a sua linearidade, os Teoremas @4|e|l} e denotando .Z[v(t)] = F(s), temos

ZLID(t)] = 53[1] — kZLv(t)]
s UsE(s) —vg) = k {r—ls - F(s)}
o = L e
ks™1 1 s 1

Uma vez que segue que

so+k s sk

-t (-]

Assim, por (3)), obtemos que a solu¢do do problema fraciondrio de valor inicial (10) é

o(t) = % + {UO - H Ea(—kt®).
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Portanto, o nimero de individuos em funcao do tempo é

1
Lt [vg — ] Ba(—kte)’

N(t) =

Na Figura [3| representamos alguns graficos de N (t) para diferentes valores da ordem « e
k > 0, onde podemos verificar que quando a ordem « tende a 1, o caso inteiro € um caso
particular do caso fraciondrio. De fato, notemos que

1
lim N(t) = :
o MO T T

Figura 3: Grifico de solugdes da equacéo logistica de Verhulst para diferentes valores da ordem «

T T T T

-

Populagao

——0 =1

L 1 1 | I | L

Tempo

Fonte: Elaborada pelos autores, utilizando o software Matlab.

Outra propriedade que podemos observar € que o problema fraciondrio apresenta 0 mesmo
valor suporte do problema usual de ordem inteira. Isso decorre do fato que se 0 < o < 1, entdo
tlim E,(—kt*) = 0 (ver [5], p. 35), e portanto

—00

lim N(t) =r.

t—o00

Ou seja, para qualquer valor de 0 < v < 1, todas as solugdes convergem para o valor suporte 7.
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5.4 Oscilador Harmonico

Utilizando a 2°* Lei do movimento de Newton aplicada a sistemas que se repetem no tempo, a

equacao
2

m Ssa(t) + p(t) + ka(t) = (1)

descreve o deslocamento/alongamento de um corpo de massa m, desde a posi¢ao de equilibrio
até o instante ¢, com forga elastica —kx(t) (de acordo com a Lei de Hooke), for¢a de amor-
tecimento — L x(t) e uma forga externa g(t), onde p e k sdo constantes positivas, sendo k a
constante eldstica da mola.

Para o caso particular em que ndo ha atrito ou for¢cas que atuam no sistema massa-mola
(oscilador harmonico simples), temos a seguinte equagao diferencial

d2

zalt) + wha(t) = 0, i

onde w3 é a razdo entre a constante da mola e a massa.

Substituindo em (11)) a derivada de ordem 2 pela derivada fraciondria segundo Caputo de
ordem 1 < a < 2 e considerando as condigdes iniciais z(0) = zo e 2'(0) = 0, obtemos o
problema fraciondrio de valor inicial

Dz (t) + w*x(t) = 0,
x(0) = o, (12)
2'(0) = 0.

Utilizamos a mesma abordagem dos problemas das se¢des anteriores, e aplicando a Transfor-
mada de Laplace e usando sua linearidade, segue que

ZL[D(t)] + w*ZL[x(t)] = 0.

Pelos Teorema ] (com n = 2) e Teorema[I] obtemos

s LD%e()] + W La(t)] = 0
s* s L 2 (t)] — s2(0) — 2'(0)] + W L[a(t)] = 0
s*ZL[x(t)] — s* 12 (0) — s* %2/ (0) + w .i”[x(t)] = 0.

a—1

Denotando X(s) = Z[z(t)], temos X(s) = -

s*twe

gx—2 / . .
z(0) + -55+2'(0). Substituindo as
condigdes iniciais, concluimos

Sa—l

X(S) = 5o 1 wal’o.
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Assim, por (3), podemos concluir que a solu¢do do problema fraciondrio de valor inicial (12)), é
x(t) = voFo(—wt?).

Na Figura EI, representamos alguns graficos de x(t) para diferentes valores da ordem «, em
que podemos verificar que quando « tende a 2, a solucdo do oscilador harmonico fracionério
tende para a solucdo do oscilador harmonico simples. De fato, notemos que

lim 2(t) = 2B (—w?t?) = 20 cos(wt).
a—2
Um fenomeno interessante da solucdo do problema na versao fraciondria, € que ao dimi-

nuir a ordem da derivada do problema, obtemos na solu¢ao uma fun¢dao com comportamento
semelhante a solucao de um oscilador harménico amortecido (com atrito).

Figura 4: Grificos da solugéo do oscilador harmonico fraciondrio para diferentes valores da ordem .

T

sm==0 =165
o=1.85

----------- o=195

—, = 2

Oscilagao

| |

Tempo

Fonte: Elaborada pelos autores, utilizando o software Matlab.
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6 Conclusao

No desenvolvimento de modelos matematicos, busca-se representar com fidelidade o compor-
tamento dos dados do fendmeno estudado. Nesse contexto, a abordagem fraciondria permite,
ao analisar as mudancas no comportamento das solu¢des para diferentes valores da ordem
da derivada, obter maior flexibilidade na modelagem, possibilitando ndo apenas o ajuste dos
parametros do modelo, mas também a identificacdo adequada da ordem da derivada.

Ao modelarmos um problema, frequentemente precisamos realizar simplificagdes para tra-
duzir fendbmenos complexos da vida real em representacdes matematicas mais acessiveis. No
entanto, sabemos que essas simplificagdes podem reduzir a taxa de variacao do fendmeno, afe-
tando a fidelidade do modelo. Em alguns casos, em vez de introduzirmos mais simplificacoes,
podemos melhorar a representacdo do sistema ajustando a ordem da derivada. Dessa forma,
conseguimos capturar caracteristicas do fendmeno sem comprometer sua dinamica.

O Oscilador Harmonico Fraciondrio, estudado na Se¢do[5.4] ¢ um exemplo onde a alteragéo
da ordem da derivada pode evitar o uso de simplificacdes no modelo, uma vez que ao subs-
tituirmos a ordem 2 da derivada do oscilador cldssico para a ordem ndo inteira 1 < a < 2,
obtivemos um oscilador harménico com amortecimento. E possivel observar que com o decor-
rer do tempo, em ordens mais proximas a 1, a posi¢do do oscilador tende a 0, sugerindo ser
possivel considerar todo o atrito do modelo, reduzindo a ordem da equagao diferencial para um
numero ndo inteiro entre um e dois.

Observamos um comportamento andlogo nos modelos fracionérios do resfriamento de New-
ton e logistico de Verhulst, presentes nas Secoes [5.2]e[5.3] Ao substituirmos a ordem 1 da deri-
vada do modelo original pela ordem ndo inteira 0 < o < 1, obtivemos solugdes que decrescem
mais lentamente que no caso cldssico, sugerindo assim, um decrescimento na taxa de variagdao
do modelo.

Por outro lado, no modelo de crescimento populacional de Malthus em sua versdo fra-
ciondria, conforme discutido na Secao notamos um comportamento distinto. Ao substi-
tuirmos a ordem da derivada de 1 por uma ordem ndo inteira 0 < o < 1, o resultado é um
crescimento mais acelerado, o oposto do que observamos nos outros modelos. Portanto, €
possivel concluir que a utilizacdo de uma abordagem fraciondria, através da reducao de ordem
das derivadas em relacd@o as versdes cldssicas, influencia o comportamento de cada modelo de
maneira distinta.

Outro ponto de extrema relevancia é que, em todos os modelos, as solucdes fraciondrias
convergem para as solucdes originais do problema. Isso significa que a solucdo classica é,
na verdade, um caso particular da solucdo fraciondria, tornando as versdes fraciondrias como
generaliza¢des do modelo classico.

Além disso, no caso do modelo logistico de Verhulst, assim como em sua versao classica, to-
das as solugdes fraciondrias, independentemente do valor da ordem 0 < o < 1, convergem para
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a capacidade suporte. Dessa forma, conseguimos preservar uma das principais caracteristicas e
vantagens desse modelo em relac@o a outros modelos de crescimento populacional.

Com este trabalho, reforcamos a importancia da abordagem fracionaria na modelagem ma-
temdtica. Embora o significado fisico das derivadas fraciondrias ainda ndo seja totalmente com-
preendido, os resultados que obtivemos contribuem para o avanco das pesquisas em Calculo
Fraciondrio e na modelagem de fendmenos reais por meio de equacdes de ordem ndo inteira.
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