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Resumo Nesse trabalho fazemos uma introdugdo aos Quatérnios. Discutimos como as suas
operacdes podem ser realizadas e suas conexdes com alguns resultados de geometria analitica.
Também verificamos algumas propriedades dessas operagdes e como se relacionam com alguns
resultados pouco conhecidos como por exemplo a desigualdade de Ptolomeu. Essa desigualdade
envolve as normas das diferencas de quatro vetores em um espaco vetorial real com produto in-
terno. Apresentamos uma demonstracdo utilizando os Quatérnios e também discutimos quando a
igualdade ocorre. Por fim mostramos como esse resultado pode ser estendido utilizando o processo
de inversdo que generaliza a inversdo de elementos dentro do Quatérnios. Para isso utilizamos al-
guns resultados sobre matrizes de Gram e matrizes envolvendo distancias entre elementos.
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THE QUATERNIONS, PTOLEMY’S INEQUALITY, AND THE INVERSION
PROCESS.

Abstract. In this work, we introduce quaternions. We discuss how their operations can be perfor-
med and their connections to some results in analytic geometry. We also verify some properties
of these operations and how they relate to some little-known results such as Ptolemy’s inequality.
This inequality involves the norms of the differences of four vectors in a real vector space with
an inner product. We present a proof using quaternions and also discuss when equality occurs.
Finally, we show how this result can be extended using the inversion process, which generalizes
the inversion of elements within quaternions. For this, we use some results on Gram matrices and
matrices involving distances between elements.
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Resumen. En este trabajo, introducimos los cuaterniones. Analizamos cémo se pueden realizar
sus operaciones y sus conexiones con algunos resultados en geometria analitica. También veri-
ficamos algunas propiedades de estas operaciones y su relacion con resultados poco conocidos,
como la desigualdad de Ptolomeo. Esta desigualdad involucra las normas de las diferencias de cu-
atro vectores en un espacio vectorial real con un producto interno. Presentamos una demostracién
utilizando cuaterniones y también analizamos cudndo ocurre la igualdad. Finalmente, mostramos
cémo este resultado puede extenderse mediante el proceso de inversidn, que generaliza la inversién
de elementos dentro de los cuaterniones. Para ello, utilizamos algunos resultados sobre matrices
de Gram y matrices que involucran distancias entre elementos.

Palabras clave. cuaterniones, la desigualdad de Ptolomeo, la inversion.

1 Introducao

Stillwell conta em seu livro - Mathematics and Its History - que o matematico William Rowan
Hamilton tentou por 13 anos generalizar os numeros complexos para dimensdo 3 (ver capitulo
20 do livro de Stillwell [1]). Entretanto foram necessdrias quatro dimensdes para a tarefa ser
exitosa.

Um argumento heuristico para justificar as 4 dimensdes é o seguinte: Para se construir
um ndmero complexo sdo necessarios dois nimeros reais a,b e uma letra ¢. Assim, podemos
escrevé-lo como a + bi. Agora, para se construir um quatérnio sdo necessarios dois nimeros
complexos a + bi e ¢ + di e uma letra j. Assim, podemos escrevé-lo como

a+bi+ (c+ di)j.

Distribuindo j no produto e substituindo ij por k, obtemos a + bi + ¢j + dk.
O simbolo que denota o conjunto dos Quatérnios € o H em homenagem ao Hamilton.
Portanto,

H={a+bi+ (c+di)j|abc,deR}={a+bi+cj+dk]|a,b,cdecR}.

Em geometria analitica é comum denotar um vetor v € R? por bi + ¢j + dk. Podemos
utilizar isso para escrever um quatérnio qualquer como a + v, ou seja, todo quatérnio tem uma
parte real (a) e outra vetorial (v). Assim,

H={a+v|a€R, veR}.

Além de ser um extensao dos nimeros complexos, os Quatérnios também sao importantes
na classificacdo dos anéis de divisao algébricos sobre os reais. Essa classificacdo diz que, a
menos de isomorfismos, os tinicos anéis com essas propriedades sdo R, C e H (ver o Theorem
7.3.1 no livro do Herstein [2]).
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Joseph Louis Lagrange provou em seu artigo [[3] que todo nimero inteiro positivo pode ser
escrito como soma de até quatro quadrados inteiros. Existe uma demonstracao desse resultado,
distinta daquela obtida por Lagrange, utilizando os Quatérnios com coeficientes inteiros (ver
Theorem 7.4.1 no livro do Herstein [2]]).

Esses sdo apenas alguns exemplos de aplicacdes que deixam claro a importancia de H em
matematica. O proprio Hamilton escreveu um livro [4] sobre essas aplicacoes.

Nosso intuito com esse artigo € fazer uma exposi¢c@o sobre esse conjunto de nimeros dis-
cutindo algumas de suas propriedades. Além disso, queremos mostrar que alguns resultados se
tornam mais acessiveis através da manipulacao dessas propriedades.

Depois de explicar a multiplicagdo em H e algumas relagdes dessa multiplicagcdo com a
norma e a conjugacao em [H, iremos aplicar esses resultados na demonstracao da desigualdade
de Ptolomeu (ver a Proposition 10.9.2 do livro do Berger [5] ).

Esse resultado afirma que em um espaco vetorial real com produto interno a seguinte desi-
gualdade sempre € vélida para os vetores a, b, ¢, d:

la = bllfle = dll < lla = cfll[b = di[ + [ = bl[lja — dl,

onde ||a|| é a norma de a proveniente do produto interno. Além disso, se a igualdade ocorrer
entdo a, b, ¢, d s@o colineares ou cociclicos (pertencem a um circulo).

Provamos essa desigualdade em um espago vetorial com produto interno reduzindo o pro-
blema aos Quatérnios. Depois mostramos que a igualdade ocorre quando a, b, c € d incidem
sobre uma reta ou um circulo. Isso € feito reduzindo o problema aos nimeros complexos.

Em geral a desigualdade de Ptolomeu € provada no plano, como na Proposition 10.9.2 do
livro do Berger [5] e no Theorem 5.12 do livro do Coxeter [[6]. Além disso, normalmente sua
prova esta baseada no fato que a inversdo em H dos elementos de uma reta contida em R? \ {0}
formam um circulo. Descrevemos essa outra demonstragdo brevemente na Observagao [2]

Evitamos essa propriedade da inversdao na demonstracdo da igualdade de Ptolomeu para
apresentamos um resultado bem mais geral no fim do artigo (ver Proposigao @)

Esse resultado ja ndo depende dos Quatérnios, mas estd baseado em uma extensdo do pro-
cesso de inversdo para elementos de um espaco vetorial com produto interno (ver Defini¢ao
2).

Veremos que subespacgos afins de dimensdo k sdo invertidos em pontos de esferas de di-
mensdo k e vice-versa (ver Proposi¢do [3). Esse e outros resultados sobre inversao podem ser
lidos na secao 10.8 do livro do Berger [5]].

Depois veremos o resultado final que diz que se soubermos apenas as distancias entre ele-
mentos distintos de um espaco vetorial com produto interno entdo podemos estimar a dimensao
do subespaco afim que os contém ou da esfera que os contém. Para isso basta calcular o posto
de uma matriz. A demonstracdo desse resultado nos fornece uma demonstragdo completamente
diferente da desigualdade de Ptolomeu (ver Observagio ). Ndo conhecemos outros trabalhos
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que relacionam essa matriz de distancias com a desigualdade de Ptolomeu.

Comecemos esse artigo com as defini¢des de adi¢do e multiplicagdo em H.

1.1 Adicao e Multiplicacao em H

A maneira rigorosa de se estudar a adicdo e a multiplicagdo em H seria definindo-as conforme
as equagoes e (2), que veremos a seguir, e depois deduzindo as propriedades importantes
como associatividade, a distributividade, etc.

Entretanto existe uma maneira mais eficiente de se estudar essa adicao e multiplicagdo que
apresentamos a seguir. Assumiremos que a multiplicacdo em H satisfaz algumas propriedades
e chegaremos em duas férmulas para realiza-lo (ver equacdes (2)) e ().

Comecemos com a adicdo. A adicao de elementos em H € feita da maneira mais natural
possivel. Se (d; + d2j) e (e1 + e2j) sdo elementos de H, onde dy, ds, €1, €5 estdo em C, entdo

(di + d2j) + (e1 + €25) = (di + €1) + (d2 + €2)]. (1)
Note que, desta forma, H se torna fechado para a adi¢ao.

Agora se escrevemos d; = a + bi, do = ¢+ di, e; = a' + Vi e e; = ¢ + d'i e substituimos
17 por k obtemos

(a+bi+cj+dk)+(d+Vi+dj+dk)=(a+ad)+ b+V)i+ (c+)j+ (d+d)k.

Existe ainda uma terceira maneira de escrever a adi¢ao de dois Quatérnios quando os deno-
tamos por (a +v) e (¢’ +v'), onde a,a’ € Rev,v' € R?:

(a+v)+ (a+v)=(a+d)+ (v+).

J4 a multiplicacdo em H € um pouco diferente. Ele esta baseado na seguinte expressao, que
foi escrita por Hamilton na ponte onde caminhava no momento da descoberta dos Quatérnios,

i =2 =k?=ijk=—1.

Essa expressdo j4 diz os valores dos produtos i> = j? = k2. Entretanto, a dltima igualdade
levanta uma ddvida: Quem estd sendo multiplicado primeiro o 5 ou jk?

Na verdade a formula 75k = —1 ja expressa uma propriedade importante que valera para
todos os Quatérnios, a multiplicacdo € associativa: (ij)k = i(jk) = —1.

Também exigiremos da multiplicacdo em H que ela seja distributiva e que os nimeros reais
comutem com todos os ¢, 7, k do mesmo modo que ocorre com os nimeros reais multiplicados

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.7, Jan/Dec 2026, p. 4 /
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por ¢ em C. Essas propriedades basicas ja nos dizem o seguinte
—Lk = ((i)k)k = (i) () = (i5)(~1).

Portanto, ©7 = k. Vejamos o valor de todos os outros produtos de i, j, k dois a dois.

* Multiplicando a equacdo ¢ = k a esquerda por ¢ e a direita por k obtemos —jk = —i, ou
seja, jk = 1.

* Multiplicando a equagdo 75 = k a direita por j obtemos kj = —i.

* Multiplicando a equacgdo ij = k a esquerda por ¢ obtemos —j = k.

* Multiplicando j a esquerda e 7 a direita na equag@o jk = ¢ obtemos ki = j.
* Multiplicando a equagdo ki = j a direita por ¢ obtemos —k = j1.

Um maneira mnemonica de lembrar esses produtos € a seguinte. Por exemplo, através do
argumento heuristico da introdugao, lembramos que ¢ = k. Depois disso podemos fazer trocas
ciclicas das posicdes entre 7, j, k na equagdo ij = k:

i J =k resultando em jk =i e
J ok ‘\:/Z resultando em ki = j.

Quando dois elementos dentre 7, j, k& forem multiplicados, mas ndo na ordem das trocas
ciclicas, o resultado € menos o valor do produto que se obteria na ordem ciclica, ou seja,

ji=—k, kj=—ie ik=—j.

A Tabela 1 resume esses produtos. Cada elemento da tabela é obtido multiplicando os
elementos da primeira coluna com os elementos da primeira linha nessa ordem.

Tabela 1: Alguns produtos em H.

I11]j |k
i]-1]k |-
jlk|-1]1
k| j|-]|-1

Fonte: autor.
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Agora sabendo os valores dessa tabela, que a multiplicagdo € distributiva e associativa e
que o nimeros reais comutam com qualquer i, j, k, podemos escrever a multiplicacio das duas
seguintes maneiras.

Sejam (d; + ds27) e (e1 + e97) elementos de H, onde d;, ds, €1, e5 estdo em C. Como ij =
k = —7ji e 0os nimeros reais comutam com ¢ € j entao

e1j = jer e ez = jeéa,
onde &7 é o conjugado de e; em C. Assim,
(di + daj)(er + ea)) = diey + dieaj + dajer + dajesj = dier + diesj + doerj + dyezj”.
Portanto, a definicdo natural da multiplicacdo em H € a seguinte
(di + daj)(er + e2j) = (dier — doe3) + (dres + doer)j. 2

Note que, desta forma, H se torna fechado para a multiplica¢io

A segunda maneira de escrever a multiplicacdo em H € utilizando a distributividade e
a associatividade e os valores da tabela 1. Dessa forma obtemos primeiramente a seguinte
multiplicacdo de vetores do R? em H

(bi+cj+dk)(bi+ g+ dk)=—-b —cd —dd+

+(cd — dd)i+ (db' — bd)j + (b — b )k.

Observe que essa equagio relaciona a multiplicacdo em H de dois vetores v, w € R? com o
produto interno deles e com o produto vetorial:

vw = —vtw + v X w. (3)

Finalmente, através da distributividade e da equagdo (3] podemos reescrever a multiplicacéo
de dois Quatérnios quaisquer por

(a+v)(b+w) = ab+ bv + aw + vw = (ab — v'w) + bv + aw + v X w. 4)

Vejamos agora algumas propriedades da multiplicag@o, da inversdo e da conjugacao em H.

2 Propriedades da multiplicacao em H e da conjugacao

Nessa secdo veremos algumas propriedades da multiplicacio dos Quatérnios relativas a
conjugacdo e a norma. Esses resultados serdo utilizados posteriormente.

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.7, Jan/Dec 2026, p. 6 /
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Definicao 1. Definimos o conjugado de ¢ = a + bi + ¢j + dk por

g=a+bi+cj+dk=a—b —cj—dk.

Se escrevermos m = ¢+ dj, onde c,d € C, oun =a+ v, ondea € Rewv € R? entdo podemos

reescrever a conjugacdo como
m=c¢c—djoun=a—wv,

onde T é a conjugagdo de c em C.

Definimos a norma de q por

lgll = Va2 + 62 + ¢ + d2.

Ela também pode ser escrita como ||m|| = \/c¢ + dd ou |n|| = Va2 + viv.

Abaixo apresentamos as propriedades da multiplica¢do, da norma e da conjugacdo em H
que usaremos nesse artigo.

Lema 1. Sejam q,, g2 € H. Entdo

(1) @@ =qq = ||al*

(ii) Se q1 # 0 entdo ;' = LQ
leal
Em particular, se q, € R® entdo q;* = — [ Q1H2 S
q1

(i11) 12 = @ Gu.-

)

(i) llagll = llalllle
(W) 1+ =0+

(i) llg1 + @l < a1l + ||qz|| (desigualdade triangular). Além disso, a igualdade sé ocorre
quando q; = qq,, onde q é um niimero real ndo negativo ou q; = 0.

Demonstragdo. Iremos utilizar fatos basicos da conjugacdo em C na demonstrac¢io desse lema.
Sejam ¢, como a + bj, onde a,b € Ce ¢o = ¢+ dj, onde ¢, d € C.

Para o item (i), note que g7 = @ — bj. Portanto,

GG = (a+bj)(@—bj) = aa + bb+ (ba — ab)j = aa + bb = ||q |-

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.7, Jan/Dec 2026, p. 7/
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Agora,

Tiq1 = (@—bj)(a +bj) =aa+ (=b)(—=b) + (—ba +ab)j = aa + bb = || ||>.

O item (i7) segue do item (7).
Para o item (ii7), como q,qo = (ac — bd) + (ad + b¢)j entdo

7@ = (ac — bd) — (ad + b¢)j = @ ¢ — bd — (ad + bc)j.
Agora
@a@ = (€—dj)@a—bj)=ca—db+ (—cb— ad)j.

Assim temos o que queriamos GGz = @2 q1.

Para o item (iv), note que ||q1¢2|* = (¢142) (@ @z), pelo item (i).
Agora, pelos itens (i7i) e (i) temos que

1000 = 00k G = allella = |lal?lel?

Para o item (v), como ¢; + g2 = (a + ¢) + (b + d)j entdo

n+q@=(a+tc)—(b+d)j=(@—-bj)+(C€—dj)=q+¢.

. . +
Para o item (vi), basta notar que 1=1

< ||q||, para todo ¢ € H, e que a igualdade s6 ocorre
quando ¢ for um nimero real ndo negativo.

Assim, pelos itens (i) e (v) desse lema
IT+al*=1+a)1+7) =1+q+7+ gl <1+2]qll +la]*,

ou seja, |14 ¢|| <1+ ||q|| e aigualdade s6 ocorre quando g + g = 2||¢||, ou seja, quando ¢ for
um numero real ndo negativo.

Agora, se ¢; = 0 entdo vale a igualdade nesse item (vi).
Se ¢1 # 0 entdo defina ¢ = ¢; *¢; € note que

lgr + gall =l (L + )l = llaullll T+ ) < Nl T+ gl])-

Como ¢ = q1q entdo ||| = ||q1]ll|¢ll, ou seja, ||¢|| = ng” , 0 que termina demonstragao

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.7, Jan/Dec 2026, p. 8 /



)

.‘
oY
2O c.mo)

{

Os quatérnios, a desigualdade de Ptolomeu e o processo de inversdo 9

da desigualdade triangular.
Note que igualdade s6 ocorre quando |[(1 + ¢)|| = 1 + ||¢|| e isso s6 ocorre quando g é um
numero real ndo negativo. U

Uma consequéncia imediata do item (iv) desse lema é a seguinte identidade de Lagrange
famosa nos cursos de Geometria Analitica.

Corolario 1 (Identidade de Lagrange). Para todos v, w € R3 temos
[o]*lw]|* = (v'w)? + [lv x w]|*.

Demonstracdo. Pela férmula (3) temos que vw = —v'w + v X w.

Assim, [[vw|* = (v'w)? + ||v x wl||?, mas pelo item (iv), |lvw]|? = ||v]|?|Jw|[*. O

Observacao 1. Essa identidade de Lagrange ¢ uma das consequéncias imediatas da
multiplicacdo em H. Além dessa, existem outras. Por exemplo, podemos definir o produto
vetorial de v, w € R? através da férmula (3)):

vxw:vtw+vw.

A partir das propriedades da multiplicacdo em H podemos provar todas as propriedades
basicas do produto vetorial sem recorrer ao determinante. Também podemos provar proprie-
dades menos bésicas como a seguinte formula que mede a falta de associatividade do produto
vetorial. Se v, w,r € R3entdo

(vxw)xr—vx(wxr)=(ro'—vr)w.

Observe que essa diferenca € o vetor nulo, se e sO se, r,v sdo linearmente dependentes
ou se w for perpendicular a r e v, ou seja, essas sdo as condi¢des para o produto vetorial ser
associativo.

Um outra consequéncia da multiplicacdo em H é a segunda identidade de Lagrange

VXTr)Xw= rvt—vrtw.
(v x7) (

Note que o lado direito das duas ultimas equagdes sao iguais, 0 que nos permite concluir
que a seguinte identidade de Jacobi € vélida

(vxXw)xr+(wxr)xv+(rxwv)xw=0.

Vejamos agora como utilizar as propriedades da multiplicacdo em H para demonstrar a

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.7, Jan/Dec 2026, p. 9/
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desigualdade de Ptolomeu.

3 A desigualdade de Ptolomeu

A desigualdade de Ptolomeu afirma que para quaisquer elementos a,b,c e d de um espago
vetorial real com produto interno a seguinte desigualdade € valida:

la = blllle = dll < lla = cll[[b—d| + |[c = bll[la — dI], (5)

onde ||a

€ a norma de a proveniente do produto interno.

Além disso, se
la =blllc = d|| = [la = c[[[[b = d|| + [[c = b]|la — ]|, (6)

entdo a, b, ¢, d s@o colineares ou cociclicos (pertencem ao mesmo circulo).
A primeira simplificacdo que faremos para provar a desigualdade de Ptolomeu € a seguinte:
Basta provarmos para d = 0 que ele valera para qualquer d.
De fato, se
lla =bllflcll < lla = cl[l[oll + [lc — bll{|all (7)

vale para quaisquer a,b e c entdo vale também para a — d,b — d e ¢ — d, o que fornece a
desigualdade (5).

Além disso, se provarmos que ||a — bl|||c|| = ||a — ¢]|||b]| + ||c — b||||a|| entdo a, b, c e 0 sdo
colineares ou cociclicos entdo teremos que a — d,b — d, c — d e 0 s@o colineares ou cociclicos
quando a igualdade (6) for satisfeita.

Agora, a — d,b — d,c — d e 0 sdo colineares ou cociclicos € o mesmo que a, b, c € d serem
colineares ou cociclicos.

Comegaremos provando a desigualdade de Ptolomeu (5)) e depois a afirmagao sobre a igual-
dade quando d = 0.

3.1 Desigualdade de Ptolomeu

Vejamos agora a demonstragdo a desigualdade de Ptolomeu (7). A ideia serd substituir os
vetores a,b e c pelas suas coordenadas e considerd-los como elementos de H. Utilizando as
propriedades da multiplicagdo e da norma em [H obteremos o resultado.

Proposicao 1. Sejam a,b e c vetores em um espaco vetorial real com produto interno. A se-

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.7, Jan/Dec 2026, p. 10/
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guinte desigualdade vale
la = ollllell < {la = cll[[bll + [lc = ol ||l

Demonstragdo. Se a,b e c forem linearmente independentes entdo existe uma base ortonormal
para o espaco gerado por eles com 3 vetores. Podemos escolhé-la de tal maneira que a ultima
coordenada de a e de b nessa base valem 0.

Quando calcula-se as normas dos vetores, necessdrias para verificar a desigualdade do enun-
ciado, utilizando as combinag¢des da base ortonormal que fornecem a, b e ¢, essas normas coin-
cidem com a norma usual das coordenadas dos vetores nessa base no R3.

Assim, podemos supor sem perda de generalidade que a,b e c pertencem a H e que suas
tltimas coordenadas valem (. Mas lembre-se que a dltima coordenada de a e de b no R? j4 era
0. Assim as dltimas duas coordenadas de a, b em H valem 0, ou seja, a,b € C.

Agora, pela desigualdade triangular temos

lac — be|| < ||lac — ab|| + ||ab — bel].
Como a, b sdo complexos, eles comutam. Assim ab = ba e temos

|lac — be|| < ||ac — abl| + ||ba — be||.
Pelo item (iv) do Lema I temos que
lac = bell = fla = blliell, lac = ab]l = [lallllc = bl e [lba — be|| = [la = c|[b]]-

Isso conclui a demonstra¢do quando a, b e ¢ forem linearmente independentes. Mas o caso
dependente € mais simples. Pois repetindo a argumentacdo acima podemos supor que a,b e ¢
sao elementos de C. [

Observacao 2. Uma outra demonstracio desse resultado segue da inversdao em H. Novamente
podemos supor que a, b e c estdo em H e que a, b e c sdo diferentes de 0, pois se algum for 0 a
desigualdade € trivial. Pela desigualdade triangular temos que

la™t =7 < fla™ =M+l =7

Nio € dificil notar que [[a™* — b7 || = |la — 0|/

|al|||b]|. Substituindo essa informacéo na
el et =T e

multiplicando a desigualde final por ||al|||b||||c|| obtemos o resultado desejado.

desigualdade acima junto com as informacdes andlogas sobre ||a

Veremos um resultado bem mais geral no fim do artigo envolvendo o processo de inversao
que nos dard uma outra demonstra¢do para a desigualdade de Ptolomeu.

Agora veremos a afirmacdo sobre a igualdade na desigualdade de Ptolomeu.

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.7, Jan/Dec 2026, p. 11/



)

.‘
ZOc.mo

{

CARIELLO, D. 12

3.2 Quando a igualdade ocorre?

Nessa secao veremos quando a igualdade (6) ocorre. Veremos que isso ocorre quando a —
d,b—d,c— de 0 sdo colinares ou cociclicos, que equivale a a, b, c e d satisfazerem as mesmas
condigoes.

Como ja discutido anteriormente, basta provar isso quando d = 0.

Proposicao 2. Sejam a, b, c e 0 vetores distintos em um espaco vetorial real com produto interno

satisfazendo a igualdade
la = bllllcll = 16 = cllllall + llc — alll|b]l
Entdo a, b, c e 0 sdo colineares ou sdo cociclicos.

Demonstragdo. Primeiramente, podemos escolher uma base ortonormal do espaco gerado por
a, b, c e escrevé-los como combinagdo dessa base.

O célculo das normas desses vetores necessario nesse enunciado pode ser feito simples-
mente calculando a norma usual das coordenadas desse vetores nessa base ortonormal, ou seja,
podemos supor sem perda de generalidade que a, b e ¢ estdo em H.

Isso nos permitir usar as propriedades da multiplicagdo em H. A propriedade (iv) do Lema
nos diz que a igualdade do enunciado é a mesma que

|lac — ¢b|| = ||ac — ab|| + ||ab — cb||.

Portanto,
|(ac — ab) + (ab — be)|| = ||lac — abl|| + ||ab — cb]|.

Agora, isso s6 ocorre quando
ab — cb = q(ac — ab),

onde ¢ > 0, pelo item (vi) do Lema([I} Como a, b, ¢ e 0 sdo distintos, por hipétese, entdo ¢ > 0.
Isso implica que

1
ab = cb + g a
14+g¢ 1+gq

Assim, ac, ab e cb sdo colineares e ab estd no segmento que liga ac ao cb.

c. (8)

Agora, vejamos que a, b e c devem ser linearmente dependentes. Caso contrario, poderiamos
escolher uma base ortonormal do espago gerado por a, b e c tal que as coordenadas de a, b e ¢
nessa base seriam

a = (a,a,0),b=(b1,0,0) e c = (c1,a,C3),

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.7, Jan/Dec 2026, p. 12/
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onde b; > 0 e c3 # 0 (pois a, b, ¢ sdo linearmente independentes).
Isso nos permite novamente uma simplificacdo que € supor que

a = a; + agi € C, bé real positivo e ¢ = 21 + 297,
onde z; = ¢; + cat € 29 = c3 + 0Oi.

Pela igualdade [8|e, pelo fato de que b € R e portanto comuta com ¢, segue que

1
ab—ac) = ——(b—a)c.
(ab=ac) = (b= 0)
Assim, substituindo ¢ = 21 + 257, obtemos
b | (b—a)z1 + ——(b— )2y
ab—az; —azj = ——>»0b—a)z; + —— (b — a)za].
1 2] 1+q 1 1+gq 2]
Portanto, —azy = ﬁ(b —a)z e
b L h—a) ©)
ab—az; = ——(b—a)z.
1 T4 1
Como z; # 0, segue que —a = (b — a). Consequentemente, —az = (b — a)21.

Assim, pela igualdade (9), ab = 0, o que é absurdo. Portanto a,b e ¢ sdo linearmente
dependentes e podemos supor que a, ¢ € C e b é real positivo.

Agora, dividindo a igualdade (8) por abc obtemos

L B A (10)
q L+gq

Essa nova igualdade mostra que se a € R ou se ¢ € R entdo a, b e ¢ sdo reais e, portanto,
a, b, c e 0 sdo colineares, que ¢ uma das conclusdes possiveis da igualdade do enunciado.

Suponha agora que a,c¢ € C\ R. Lembre-se que a reta real divide o plano complexo em
dois semi-planos.

Como b~! € R entdo, pela igualdade (T0)), ¢! estd no mesmo semi-plano que a~!. Conse-
quentemente, ¢, a também pertencem a mesmo semiplano dividido pela reta real.

Finalmente, considere o tridngulo de vértices 0, a e b (como nas Figuras|l|e|2) e o tridngulo
de vértices 0, c e b. Vejamos que os angulos formados nesses dois tridngulos nos vértices a € c,
respectivamente, sdo iguais.

Se a e c estiverem acima da reta real entdo o angulo formado em a no tridngulo de vértices
0,a e b é o argumento do nimero complexo (b — a)(0 — a)~* (ver Figura[l|abaixo) e da mesma
forma o dngulo formado em c¢ no tridngulo 0, c e b € o argumento do nimero complexo (b —
¢)(0 — ¢)~!. Se mostrarmos que z = [(b — a)(0 — a)'][(b — ¢)(0 — ¢)~!]7! € R* entdo os
argumentos dos ndmeros complexos (b — a)(0 —a)~ e (b — ¢)(0 — ¢)~! sdo iguais.

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.7, Jan/Dec 2026, p. 13/
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Se a e c estiverem abaixo da reta real entdo o angulo formado em a no tridngulo de vértices
0,a e b é o argumento do nimero complexo (b —a)~'(0 — a) (ver Figura abaixo) e da mesma
forma o dngulo formado em c¢ no tridngulo 0, c e b é o argumento do nimero complexo (b —
¢)"10 — ¢). Se mostrarmos que 2~ = [(b — a)(0 — a) 77 (b — ¢)(0 — ¢)7'] € RT entdo os
argumentos dos ndmeros complexos (b — a)(0 —a)~t e (b — ¢)(0 — ¢)~! sdo iguais.

Agora, vejamos porque z € R e consequentemente z~! € RT também.

Como ab pertence ao segmento que liga ac ao bc entdo ab — ac e bec — ac sd@o mdltiplos
positivos, ou seja, possuem 0s mesmos argumentos. Assim

be — ac)(ab — ac)™t € RT,
(

mas isso é igual a z = [(b—a)(0 — a)7'J[(b — ¢)(0 — ¢) 7171
Como a e ¢ pertencem ao mesmo semiplano e 0,0 € R entdo a e ¢ pertencem a0 mesmo
arco capaz sobre o segmento que liga 0 a b. Provando que a, b, ¢, e 0 sdo cociclicos. [

Observacao 3. A maneira natural de provar que a igualdade na Proposicao|(l|implica que a, b, ¢
e 0 sdo colineares ou cociclicos € notando, na Observagdo [2, que a igualdade implica que as
coordenadas de b~ !, a~! e ¢! sdo colineares em R? C H.

A inversdo em R?® C H mapeia retas contendo 0 nelas mesmas e retas ndo contendo () em
circulos contendo 0. Assim, se b~ !, o' e ¢! sdo colineares com 0 entdo b, a, ¢ e 0 também sdo

1 530 colineares, mas ndo com 0 na mesma reta, entdo b, a, ¢ e 0 sdo

colineares. Se b, a lec
cociclicos.
Veremos isso a seguir, mas de maneira bem mais geral e obteremos esse tltimo resultado

como caso particular (Ver Observagao [).

4 O processo de inversao

Comecamos essa se¢do definindo a inversdo em espacos vetoriais reais com produto interno.
Veremos na préxima Proposi¢do (proposicao |3)) que subespacos afins de dimensdo k sdo inver-
tidos em esferas de dimensao k e vice-versa. Esse e outros resultados sobre inversao podem ser
lidos na secao 10.8 do livro de Berger [J5].

Terminamos esse artigo com uma proposi¢ao que diz que se soubermos apenas as distancias
entre elementos de um espaco vetorial real com produto interno entdo podemos estimar a di-
mensao do subespago afim que os contém ou da esfera que os contém. Como corolario obtemos
uma outra explicacdo para a desigualdade de Ptolomeu (veja Proposicdo [d]e Observagio [)).

Definicao 2. Seja V' um espaco vetorial com produto interno, ||v|| a norma de v € V indu-
zida pelo produto interno. Defina a inversdo de v € V' \ {0} por T(v) = —v/|[v||*>. Note a

semelhanca com a inversdo de elementos do R® dentro de H no item (ii) do Lema

Lema 2. As seguintes propriedades da inversdo valem para todo x,y € V' \ {0}.

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.7, Jan/Dec 2026, p. 14/
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Figura 1: Angulo no vértice a localizado
acima da reta real.
a
0 b m
0-a b-a
Fonte: O autor.
Figura 2: Angulo no vértice a localizado
abaixo da reta real.
0-a b-a
0 b 0
a
Fonte: O autor.
a) T?(z) = x.

b) IIT(x) = TW)I* = llz = ylI*/llz]*[ly]>
Demonstragdo. Para o item a), note que ||T(z)||*> = ||=[|?/||z||* = 1/||z|*. Assim,
T(T(x)) = ~T(@)/IT@)]? = ~(~a/ll|?)z]]* = z.
Para o item b), observe que

(T(x) = T(y), T(z) = T(y)) = [T (@) = 2T(2), T(y) + | TW)I"

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.7, Jan/Dec 2026, p. 15/
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Portanto, || T'(x) — T(y)[|* = 1/[lz1* = 2({z, v))/ < l*[lylI* + 1/ ly®

1

CERE (I2ll* = 26z, ») + lyll*) = llz = yI*/ll=*lly ]I

O

Na préxima proposi¢ao e coroldrio provamos que a inversdo de um subespaco afim (sem
conter o 0) é uma esfera (contendo 0) e vice-versa. Nela considere as nota¢oes: [v] é o espago
gerado pelo vetor v e W + v € o subespago afim que € a translacdo do subespacgo vetorial W
pelo vetor v, isto €, W + v = {w + v, w € W}.

Proposicao 3. Seja V' um espaco vetorial real com produto interno. Seja W um subespaco de
V' de dimensdo finita, v € V\ W e R =W @ [v]. Existe a € R tal que
TW+v)U{0} ={z € R, [[z—al = [la]}.
Demonstracdo. Seja projy (v) a proje¢do de v em W, isto é,
projw(v) € W e y = v — projw(v) é ortogonal a todo vetor de .
Além disso,comov —y € Wentaio W +v =W + .
Vejamos que T'(W +y) U{0} = {z € R, ||z = T(y)/2|| = [T(y)/2[|}
Seja w € W e usando o fato que (w, y) = 0 obtemos
* (T(w+y),T(w+y) = ypwty.w+y) = ohp
* —2AT(w+y),T(Y)/2) = ~mrmr (Y = ¥ —Y) = ~Tomr-
Isso implica que
1T (w +y) = T(y) /21" = (T(w+y) = T(y) /2, T(w +y) = T(y)/2)
= (T(w+y), T(w+y)) — 20T (w+y), T(y)/2) + (T(y)/2,T(y)/2) = | T(y)/2I]>
Portanto, T'(W +y) U{0} C {z € R, ||z —T(v)/2| = ||T(y)/2||}
Agora, seja z € R\ {0} tal que ||z — T'(y)/2||*> = ||T(y)/2||*. Isso implica que

Multiplicando essa equagio por (y,y)/(z, z) obtemos

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.7, Jan/Dec 2026, p. 16 /
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(z,9)/(z,2) + (y,y) = 0.

Portanto, (T'(2) — y,y) = (—2/|[2[* —y,y) = —(z,9)/(2,2) — {y,y) = 0.
Como T'(z) — y é ortogonal a y e pertence a R entdo 7'(z) —y = w; € W. Assim,
T(Z) =Y+ wi.
Pela propriedade a) do Lema[2] z = T'(y + w,), ou seja,
{zeR, [z =T()/2l = T()/2[}\ {0} CTW +y).

]

Corolario 2. Seja V' um espago vetorial real com produto interno. Seja R um subespaco de V
de dimensdo finita. Entdo

T({z € R, ||z = al = [lal} \ {0}) = W + T(2a),

onde W é o complemento ortogonal de a em R.

O nosso ultimo resultado diz que se soubermos apenas as distancias entre elementos de
um espaco vetorial com produto interno € possivel estimar a menor dimensao de esfera que os
contém ou a menor dimensdo de subespaco afim que os contém (a dimensdo de ambos como

variedade).
Proposicao 4. Seja V um espago vetorial real com produto interno. Sejam 1, . . . , x,, elementos
distintos de V. Defina a matriz A(xy,...,x,) como a matriz de ordem n cuja entrada ij é
ocupada pelo nimero ||z; — ;||

Se o posto de A(xy, . .., x,) vale k entdo ou existe um subespaco W tal que dim(W) = k—2
exry,...,x, pertencem a W +x1 ou existe uma esfera de dimensdo k—2 que contém x1, . . . , T,,.
Demonstracdo. Definaby = x9 —xq,...,0, 1 =z, — 1.

Note que A(z1,...,x,) = A(0,b1,..., by 1) =

0 6] 1621 16—/ 1bn-1]1?
b1 0 e T Y R | |
| el e = b 0 oo b2 = baal” b2 = baa|?
1ba—2l1* b2 —=b1ll* [Iba—2 =0 ... 0 1bn—2 — b1 [|?
e e Y L [ L o 0
Como x4, . . ., z, s@o elementos distintos entdo todas as entradas dessa matriz, com excecao

das entradas da diagonal, sdo diferentes de 0. Seja D a matriz diagonal de ordem n, cuja
diagonal vale (1, [[by]|72, [|b2]| 72, - - -, [|br_1] 72).

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.7, Jan/Dec 2026, p. 17/
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Considere a matriz B definida por B = DAD. Note que
1Bi1 = bj—1 [/ 1bi-1[*[1bj-1 1|, se i # j, masi>Tlej>1

Bij=4q 1, set#j, masi=1ouj =1
0, sei =7

Pela letra b) do Lemal[2] ||7(b) — T'(bs)||* = ||bx. — bs]|?/||bx]?||bs||*. Portanto,

0 1 1 1
1 0 [T(br) =TI ... [T (01) = T(bpa)|?
B= |1 [T(b)—T(b)|? 0 o T () = T(bya) P
1T (b = TOOIP T ) TG .. 0
Chame ¢; = T'(bj41) — T'(by), parai = 1,...,n — 2, assim obtém-se
0 1 1 1 1
10 lea]? lea]? v len—alf?
B 1L el 0 e e e |
S el e —al? 0 oo lea = epal®
L lenall? llen2—cll® lleaa —cof® .. 0

Subtraia a segunda linha de todas as que vem abaixo dela. Depois subtraia a segunda coluna
de todas as que vem depois dela obtendo a matriz

0 1 0 0 0
L0 el leaf* o llena?

0 |al® —2(a,a) —2(c1,¢e0) ... =2{cy,Cp_9)
0 HCQ”Q —2<C2,Cl> —2<CQ,CQ> Ce —2<Cg,Cn,2>
0 ch72H2 _2<Cn727cl> _2<Cn727c2> s _2<Cnf2acn72>

Use os nimeros 1 da primeira linha e da primeira coluna para eliminar os outros elementos
da segunda linha e coluna aplicando operacdes elementares e obtenha a matriz

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.7, Jan/Dec 2026, p. 18/



)

W
k!‘ M Os quatérnios, a desigualdade de Ptolomeu e o processo de inversdo 19
0 1 0 0 - 0
10 0 0 o 0
0 0 —2<Cl701> —2<01,CQ> —2<01,Cn_2>
0 0 —2<CQ701> —2<CQ,CQ> e —2<CQ,Cn_2>
0 0 —2<Cn_2, Cl> _2<Cn—27 CQ) Ce _2<Cn—27 Cn—2>
Todas as operacdes elementares realizadas nas matrizes até obter essa dltima preservam
posto. Portanto o posto de A € o posto da matriz de Gram dos vetores ¢y, . . ., ¢,_o somado com
2.
A matriz de Gram de ¢4, . . ., ¢,_o € aquela de ordem n — 2, cuja entrada ij vale (¢;, ¢j), e 0

seu posto € igual a dimensao do subespaco W gerado por
{Ci = T(bz+1) — T(bl), onde i = 1, e, — 2}

Portanto, posto(A) — 2 dd a dimens&o do subespaco V.

Assim, T'(b;y1) € W +T'(by) parai =1,...,n — 2.
Pela propriedade a) do Lema[2} T72(b;11) = b;41, parai = 1,...,n — 2. Portanto,

{by, ... byr} CT(W +T(by)).

Agora, como 0 € W temos que 0 + T'(by) € W + T'(by).

Consequentemente, pela propriedade a) do Lema [} 7%(by) = by € T(W + T(b1)).
Portanto,
{b1,.... b1} CT(W +T(by)).

Se T'(by) ¢ W entao T'(W + T'(by)) U {0} é uma esfera de dimensao igual a de W (pela
Proposicao , ou seja, de dimens@o igual a posto(A) — 2.

Assim, 0,b; = zo—x1,...,b,_1 = x,—; pertencem a uma esfera de dimensao posto(A)—
2. Portanto, 1, ..., z, pertencem a uma esfera de dimensao posto(A) — 2.

Se T'(by) € W entdo W + T'(by) = W. Segue diretamente da férmula da inversdo que
T(W\ {0}) =W\ {0}. Assim, {0,290 — x1,..., 2, — 21} C W.

Portanto, 1, . .., z, pertencem a W +x, onde W é um subespago de dimensao posto(A) —
2. [
Corolario 3. Se o posto de A(xy,...,x,) vale 3 entdo zy,...,x, pertencem a um circulo
(esfera de dimensdo 1) ou sdo colineares. Se o posto de A(x1, ..., x,) vale 4 entdo x4, ..., x,

pertencem a uma esfera (de dimensdo 2) ou sdo coplanares.

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.7, Jan/Dec 2026, p. 19/
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Observacio 4. Existe uma outra demonstragdo para a Proposi¢do [2 baseada nesse tltimo co-
rolario. Considere a, b, c e d distintos em um espago vetorial com produto interno.

Note que by = b — a,by = ¢ — a e b3 = d — a s@o distintos e ndo nulos. Como a inversao
é injetora (letra b) do Lema [2]) temos que ¢; = T'(by) — T'(b1) e ¢; = T'(b3) — T'(b;) sdo ndo
nulos. Portanto, a matriz de Gram dos vetores c; € ¢, tem posto 1 ou 2.

Considerando a demonstragdo da Proposi¢do 4} temos que posto da matriz A(a, b, ¢, d) é o
posto da matriz de Gram de ¢; e ¢ mais 2. Assim, o posto de A(a, b, ¢, d) vale 3 ou 4. Para ser
3, é necessdrio e suficiente que det(A(a,b, c,d)) = 0.

Sabe-se que
0 22 ¢ 22
2 2 2
z¢ 0 w* wu
det | , , | =
¥y we 0w
22w 0?0

(—uy — wz +vr)(uy — wz + vx)(—uy + wz + vr)(uy + wz + vr)

Portanto, escolhendo

z=lla=bl,y=lla—clz=lla—dl|w=|b—clu=|b-dlev=lc—d
obtemos det(A(a, b, ¢, d)) =
1 . .
[T (=0le = dllla = el + (=17 b = ellla = d|| + [le = dllf]a = b]}) - (11)

1,7=0

Portanto se algum dos termos desse produto se anular temos que a igualdade (6)) vale (com
alguma permutagdo das letras a, b, c e d), mas a conclusé@o do coroldrio anterior (ja que o posto
vale 3) diz que a, b, ¢ e d s@o colineares ou cociclicos.

Também ¢é possivel usar a demonstragdo da Proposicdo [ para provar a desigualdade de
Ptolomeu (Proposigao [I). Nao ¢ dificil notar pela demonstragdo da Proposigio [ que o de-
terminante de A(a, b, ¢, d) é um nimero negativo vezes o determinante da matriz de Gram de
c1 € co. O determinante da matriz de Gram de c¢; e ¢, ndo € negativo pela desigualdade de
Cauchy-Schwarz. Portanto, det(A(a,b,c,d)) < 0.

Agora, se

le = dlllla = o[l = 1o = dl[lja — ¢l = b = cl[lja — d]| >0

entdo os outros termos do produto também sdo positivos, 0 que implicaria que o
det(A(a,b,c,d)) > 0. Absurdo.
Assim,
le = dllfla = bl < b = dl[lla = cl| + [|b = cl[[|a — d]|

que € exatamente a desigualdade de Ptolomeu.
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5 Resultados

Nesse artigo mostramos como os Quatérnios podem ser utilizados para demonstrar a desigual-
dade de Ptolomeu e também quando a igualdade ocorre. Depois vimos que o processo de
inversdo nos Quatérnios pode ser estendido para espagos vetoriais com produto interno e prova-
mos uma propriedade da inversdo que relaciona subespacos afins e esferas. Por fim mostramos
um resultado que afirma que se apenas as distancias entre vetores de um espacgo vetorial forem
conhecidas entdo € possivel estimar a menor dimensao do subespaco afim que os contém ou da
esfera que os contém. Esse resultado tem como caso particular a desigualdade de Ptolomeu.

6 Conclusao

Os Quatérnios e as suas propriedades sdo ferramentas tteis para estudar problemas de Algebra
Linear cuja dimensao do subespago envolvido no problema nao supere 4. Isso é possivel esco-
lhendo uma base ortonormal e escrevendo os vetores em coordenadas.
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