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Resumo. Neste trabalho estudaremos diversos conceitos relativos a funções contı́nuas em uma variável
real, destacando-se teorias relativas a pontos fixos, órbitas periódicas e ao Teorema de Li-Yorke. Este
último teorema estabelece que se uma função real aplicar o intervalo [a, b] em si mesmo e possuir um
ponto de perı́odo três, então tal função possuirá pontos periódicos de qualquer perı́odo inteiro positivo.
A obtenção dos resultados será feita, principalmente, a partir de aplicações do Teorema do Valor In-
termediário e do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, dois resultados clássicos da Matemática, cuja
formulação e interpretações geométricas são relativamente simples e cujas aplicações são bastante rele-
vantes em diversas ciências.
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Li-Yorke.

SOME RESULTS ON PERIODIC ORBITS OF FUNCTIONS

Abstract. In this work we will study several concepts related to real continuous functions in one variable,
highlighting results related to fixed points, periodic orbits and the Li-Yorke Theorem. This last theorem
establishes that if a real function applies the interval [a, b] to itself and has a point of period three,
then it will have periodic points of any positive integer period. The results will be obtained mainly
through applications of the Intermediate Value Theorem and Brouwer Fixed Point Theorem, two classic
results in Mathematics, whose formulation and geometric interpretations are relatively simple and whose
applications are quite relevant in several sciences.
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ALGUNOS RESULTADOS SOBRE ÓRBITAS PERIÓDICAS DE FUNCIONES

Resumen. En este trabajo se estudian diversos conceptos relacionados con funciones continuas de una
variable real, con énfasis en teorı́as vinculadas a puntos fijos, órbitas periódicas y el Teorema de Li-Yorke.
Este último establece que, si una función real mapea el intervalo [a,b] en sı́ mismo y posee un punto de
perı́odo tres, entonces esta dicha función tiene puntos periódicos de todo perı́odo entero positivo. Los
resultados se obtienen principalmente mediante aplicaciones del Teorema del Valor Intermedio y del
Teorema del Punto Fijo de Brouwer, dos resultados clásicos de las matemáticas, cuya formulación e
interpretación geométrica son relativamente sencillas, y cuyas aplicaciones son de gran relevancia en
diversas áreas del conocimiento cientı́fico.

Palabras clave. Puntos periódicos, órbitas periódicas, Teorema del Valor Intermedio, Teorema de Li-
Yorke.

1 Introdução

O objetivo geral deste texto é o estudo de órbitas periódicas de funções. O estudo que apresen-
taremos está fortemente conectado às funções contı́nuas de uma variável real, conceito explo-
rado por grandes matemáticos como Newton (1642 − 1727), Leibniz (1646 − 1716), e Euler
(1707 − 1783) (ver [1]). Não nos propomos a apresentar resultados inéditos, mas a trazer um
texto que reúne teorias e exemplos clássicos sobre o assunto.

Após as definições e resultados preliminares, abordaremos o Teorema de Li-Yorke o qual
garante, sob certas hipóteses, que a existência de um ponto de perı́odo três para uma função
contı́nua, assegura a existência de pontos n-periódicos para qualquer n inteiro positivo. O Teo-
rema de Li-Yorke faz referência aos pesquisadores T. Li e J. A. Yorke que, em 1975, publicaram
o artigo Period Three Implies Chaos ([2]) na revista American Mathematical Monthly. Como
observado em [1], tal resultado constitui-se em um caso particular do Teorema de Sarkovskii,
publicado em 1964, e que é explorado, por exemplo, em [3].

De modo geral, os resultados que abordaremos correspondem a aplicações do Teorema do
Valor Intermediário, um teorema clássico, cuja visualização geométrica é simples e intuitiva,
mas cujas consequências são bastante relevantes. Um fato de destaque é sua equivalência com
o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer (ver, por exemplo [4]), o que já nos indica sua relação
com teorias de pontos fixos e órbitas periódicas.

Ao longo do texto estabeleceremos precisamente as definições de Ponto Periódico e Órbita
Periódica de uma função contı́nua e apresentaremos alguns exemplos.

Na Seção 4, apresentaremos duas proposições que são de extrema importância para a
demonstração do teorema principal do artigo. Veremos uma generalização do Teorema do Ponto
Fixo de Brouwer e um resultado auxiliar que estabelece que, sob certas condições, uma órbita
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ı́mpar tem seus pontos se alternando à esquerda e à direita de um ponto central. Este último
resultado é interessante por si só e sua demonstração é bastante engenhosa e construtiva. A
partir desses resultados, obteremos facilmente o Teorema de Li-Yorke.

Nosso objetivo não é apresentar todos os cálculos e demonstrações (muitos podem ser vistos
em [5]), mas indicar os principais resultados e abordar a geometria dos problemas envolvidos,
além de trazer exemplos. Os gráficos inseridos no texto foram criados com o uso do programa
GeoGebra.

2 Alguns resultados clássicos

Nesta seção apresentaremos alguns resultados e definições que serão vistos no decorrer do texto.
Nos basearemos principalmente nas obras: [6] e [7].

As funções consideradas são de domı́nios reais e contradomı́nios reais. Vamos iniciar pela
definição de função contı́nua, sendo X ⊂ R um conjunto não vazio dos números reais.

Definição 1. Uma função f : X → R é contı́nua no ponto a ∈ X quando, para todo ϵ > 0

dado arbitrariamente, pudermos determinar δ > 0 tal que x ∈ X e |x− a| < δ impliquem em
|f(x)− f(a)| < ϵ. Simbolicamente:

∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0 tal que x ∈ X, |x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ϵ.

Vejamos agora o Lema de Permanência de Sinal que pode ser visto com mais detalhes em
[5] ou em [7] . Tal lema nos garante que se a função f for contı́nua e se f(x0) for não nulo,
então existe uma vizinhança de x0 tal que a imagem de todos os seus pontos tem o mesmo sinal
de f(x0).

Lema 1 (Lema da Permanência do Sinal). Sejam I ⊂ R um intervalo e f : I → R uma função
contı́nua. Se x0 ∈ I for tal que f(x0) > 0 (resp. f(x0) < 0), existe δ > 0 tal que

x ∈ I, |x− x0| < δ =⇒ f(x) >
f(x0)

2(
resp. f(x) <

f(x0)

2

)
. Em particular, f ainda é positiva (resp. negativa) em

I ∩ (x0 − δ, x0 + δ).

Outro teorema clássico da Análise Real é o Teorema do Valor Intermediário:

Teorema 1 (Teorema do Valor Intermediário). Seja f : [a, b]→ R contı́nua. Se
f(a) < d < f(b) ou f(b) < d < f(a) então existe c ∈ (a, b) tal que f(c) = d.

A demonstração no caso f(a) < d < f(b) pode ser vista em [5].
Como Corolário imediato, no caso d = 0, obtemos o resultado a seguir
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Figura 1: Ilustração do Teorema do Valor Intermediário. Observe que cada d ∈ [f(a), f(b)]
possui pré imagem por f em algum c ∈ [a, b].

Fonte: os autores.

Corolário 1. Seja f(x) uma função contı́nua num intervalo fechado [a, b]. Se f(a) e f(b) têm
sinais opostos, isto é, se

f(a) < 0 < f(b) ou f(b) < 0 < f(a),

então existe c entre a e b tal que f(c) = 0.

O conceito de Ponto Fixo também será de grande relevância neste trabalho.

Definição 2 (Ponto Fixo). Sejam X um conjunto não vazio e f : X → X uma função.
Dizemos que um elemento x0 ∈ X é um ponto fixo de f se f(x0) = x0.

Geometricamente, uma função real possui ponto fixo quando seu gráfico tem interseção com
o gráfico da função de domı́nio real definida por g(x) = x.
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Figura 2: Na figura vemos os gráficos das funções f(x) = x2 − 2 (em vermelho),
g(x) = −x+1 (em verde) e h(x) = ex (em azul), definidas no intervalo [-3,3] e suas interseções
com o gráfico da função identidade (em preto) no mesmo intervalo. A cada interseção entre cada
um dos gráficos das funções f, g e h com o gráfico da identidade, podemos identificar um ponto
fixo da função correspondente.

Fonte: os autores.

Corolário 2. Seja I = [a, b] e J = [c, d] intervalos fechados, I ⊂ J e f uma função contı́nua.
Se f(I) ⊃ J, então f possui um ponto fixo em I.

Demonstração. Se f(a) = a ou f(b) = b, já temos um ponto fixo. Caso contrário, considere
a função contı́nua h(x) = f(x) − x. Daı́, como I ⊂ J e f(I) ⊃ J (logo, contém os pontos
a e b), existe x1 > a, x1 ∈ I tal que f(x1) = a e existe x2 < b, x2 ∈ I tal que f(x2) = b.

Segue-se então

h(x1) = f(x1)− x1 = a− x1 < 0

e
h(x2) = f(x2)− x2 = b− x2 > 0.

Segue-se do Teorema do Valor Intermediário que existe x ∈ I tal que h(x) = 0, ou seja f(x) =
x. Portanto f é uma função que possui ponto fixo.

Um dos mais importantes e conhecidos teoremas sobre pontos fixos é o Teorema do Ponto
Fixo de Brouwer:
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Teorema 2 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer). Seja f : [a, b]→ [a, b] uma função contı́nua.
Então f possui ao menos um ponto ponto fixo.

Demonstração. Se f(a) = a ou f(b) = b, o resultado está provado. Caso contrário,
considere, sem perda de generalidade, f(a) > a e f(b) < b. Seja g(x) = f(x) − x. Como f é
contı́nua, temos que g é uma função contı́nua. Além disso,

g(a) = f(a)− a > 0

e
g(b) = f(b)− b < 0.

Pelo Teorema do Valor Intermediário, existe x0 ∈ (a, b) tal que

g(x0) = 0

ou seja,
f(x0) = x0

e provamos o teorema.

Na verdade, o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer é equivalente ao Teorema do Valor Inter-
mediário como pode ser visto em [4].

3 Pontos periódicos e órbitas

Nesta Seção abordaremos a noção de pontos periódicos de uma função f e definiremos órbitas
periódicas. A nossa principal referência para esta seção é o artigo [1].

De agora em diante, utilizaremos a notação

fn(x) =


x, se n = 0,

f(x), se n = 1,

f(fn−1(x)), se n > 1.

Outra definição fundamental é a

Definição 3 (Ponto Periódico). Se x0 satisfizer{
fn(x0) = x0,

fk(x0) ̸= x0 k = 1, 2, ..., n− 1,

então x0 é chamado ponto n-periódico de f e n é denominado perı́odo de x0. Observe que se
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x0 for um ponto de perı́odo n então fkn(x0) = x0 para k inteiro positivo.

Uma função f pode possuir pontos de diversos perı́odos e, claramente, os pontos fixos são
pontos 1−periódicos.

Nosso principal objetivo neste trabalho será apresentar um resultado clássico da matemática,
que pode ser visto em [2]: se uma função possuir um ponto de perı́odo três, então possuirá
pontos de quaisquer perı́odos inteiros positivos. Para tal, vejamos mais alguns resultados.

Definição 4 (Órbita periódica de f ). Se x0 for um ponto n-periódico de f, chamamos de órbita
periódica da função f o conjunto {x0, f(x0), f

2(x0), ..., f
n−1(x0)}.

E, de posse da definição anterior, temos o

Teorema 3. Seja I um intervalo de R. Se f : I → R for contı́nua e possuir um ponto de
perı́odo k > 1, então f possuirá também um ponto de perı́odo 1.

Demonstração. Isso segue do Teorema do Valor Intermediário. De fato, sejam f uma função
contı́nua e x0 um de seus pontos de perı́odo k, com f i(x0), i = 0, 1, 2, 3, ..., k − 1 sendo os
pontos da órbita de x0.

Inicialmente escrevemos os pontos x0, f(x0), · · · , fk−1(x0) em uma sequência crescente e
a renomeamos como

z0 < z1 < z2 < · · · < zk−1.

Considere a função contı́nua h(x) = f(x)− x. Como f é uma função de perı́odo k, temos

h(z0) = f(z0)− z0 = zi − z0 > 0, para algum i = 1, 2, .., k − 1,

e
h(zk−1) = f(zk−1)− zk−1 = zi − zk−1 < 0, para algum i = 0, 1, 2, ..., k − 2.

Então, como h é contı́nua, existe c ∈ [z0, zk−1] tal que h(c) = 0. Logo f(c) = c, o que nos
garante um ponto fixo para f.

Aplicando a contrapositiva ao resultado anterior, temos o seguinte corolário.

Corolário 3. Seja I um intervalo. Se f : I → R for uma função contı́nua e não possui ponto
fixo, então f não possui ponto de perı́odo k, k > 1.

Vejamos agora alguns exemplos de pontos periódicos e órbitas. Mais detalhes e exemplos
podem ser vistos em [1] e em [8].
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Exemplo 1. Considere f : [0, 1]→ [0, 1] dada por

f(x) =


x+

1

2
, 0 ≤ x ≤ 1

2
,

2− 2x,
1

2
≤ x ≤ 1.

Figura 3: A função f(x) do Exemplo 1 f possui um ponto fixo no intervalo [0, 1].

Fonte: os autores.

Observando os gráficos de f(x) e g(x) = x na Figura 3, vemos uma única interseção.
Resolvendo algebricamente temos

x+
1

2
= x,

para valores de x entre
[
0,

1

2

]
, não obtemos solução. Resolvendo

2− 2x = x

para valores de x compreendidos em
[
1

2
, 1

]
, obtemos a solução

x =
2

3

que é o ponto fixo de f. A existência desse ponto já era esperada como consequência do Teorema
do Ponto Fixo de Brouwer.

Temos também que x =
1

3
é ponto de perı́odo dois de f e sua órbita é

{
1

3
,
5

6

}
. De fato,

f 0

(
1

3

)
=

1

3
, f 1

(
1

3

)
=

5

6
, f 2

(
1

3

)
=

1

3
.
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Ainda considerando a função f , temos que x = 0 é ponto de perı́odo três de f e sua órbita

é
{
0,

1

2
, 1

}
.

Exemplo 2. A função f : [0, 3]→ R dada por

f(x) =


2x, 0 ≤ x ≤ 3

2
,

6− 2x,
3

2
< x ≤ 3,

tem pontos fixos em x = 0 e x = 2, e possui um ponto de perı́odo dois.
De fato, calculando os pontos fixos da função, observamos que a equação

2x = x

tem solução única para x = 0. Então há um ponto fixo para x ≤ 3

2
. Além disso, resolvendo a

equação
6− 2x = x,

encontramos o valor
x = 2

o qual respeita a condição
3

2
< x ≤ 3. Portanto, a função f possui dois pontos fixos.

Além disso, x =
12

5
é um ponto de perı́odo dois e sua órbita é

{
12

5
,
6

5

}
. De fato,

f 0

(
12

5

)
=

12

5
, f 1

(
12

5

)
=

6

5
, f 2

(
12

5

)
=

12

5
.

O exemplo a seguir pode ser visto com mais detalhes em [5] e a ideia para sua elaboração
pode ser encontrada em [8] e em [9]. Tal exemplo corresponde a uma função com as seguintes
caracterı́sticas: todos os pontos de seu domı́nio são n-periódicos e nenhum deles é ponto fixo.

Exemplo 3. Seja S1 = {(x, y) ∈ R×R/x2 + y2 = 1}. A função h(x, y) : S1 → S1 dada por

h(x, y) =

 cos
(
2π
n

)
−sen

(
2π
n

)
sen

(
2π
n

)
cos

(
2π
n

)
[

x

y

]
(1)

em que n ∈ N, n > 1 é uma função que não possui pontos fixos e todos os pontos de S1 são
pontos n−periódicos de h.
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4 A existência de pontos n-periódicos para qualquer n ∈ N
Vamos iniciar a seção apresentando alguns resultados que nos fornecem informações sobre
as órbitas de funções reais que possuem um número ı́mpar de pontos periódicos, tendo como
principal referência [1].

A Proposição a seguir é uma generalização do Teorema do Valor Intermediário. Na
sequência do texto, utilizaremos a seguinte notação.

Notação 1. f(Ij) ⊃ Ij+1 significa que a imagem de Ij por f contém Ij+1. De uma maneira
geral, consideraremos

Ii → Ij ou Ij ← Ii

se f(Ii) ⊃ Ij (f(Ii) contém Ij). Quando ocorrer f(Ii) ⊃ Ii, utilizaremos também a seguinte
notação ↷ Ii.

Proposição 1. Sejam f uma função contı́nua em [a, b] e I0, I1, ..., In−1 intervalos fechados
contidos em [a, b]. Se

f(Ik) ⊃ Ik+1, k = 0, 1, ..., n− 2,

f(In−1) ⊃ I0,

então a equação
fn(x) = x

tem pelo menos uma solução x = x0 ∈ Ik tal que

fk(x0) ∈ Ik, k = 0, 1, ..., n− 1.

Demonstração. Se n = 1, temos o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer que já foi
demonstrado.

Sabemos que a imagem de um intervalo por uma função contı́nua é um intervalo. Como
f(In−1) ⊃ I0, existe I∗n−1 ⊂ In−1 tal que f(I∗n−1) = I0. Do mesmo modo, existe I∗n−2 ⊂ In−2

tal que f(I∗n−2) = I∗n−1.

Repetindo-se n− 1 vezes esse raciocı́nio obtemos uma sequência de subintervalos I∗k ⊂ Ik
tais que

f(I∗k) = I∗k+1, k = 0, 1, · · · , n− 2 e f(I∗n−1) = I0.

Portanto,
f(I∗0 ) = I∗1 ,

f 2(I∗0 ) = f(I∗1 ) = I∗2 ,

f 3(I∗0 ) = f(I∗2 ) = I∗3 ,

...
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fn−2(I∗0 ) = f(I∗n−3) = I∗n−2,

fn−1(I∗0 ) = f(I∗n−2) = I∗n−1,

fn(I∗0 ) = f(I∗n−1) = I0 ⊃ I∗0 .

Portanto, como fn é contı́nua e I∗0 é fechado e limitado, existe x0 ∈ I∗0 tal que fn(x0) = x0.

Além disso, fk(x0) ∈ I∗k ⊂ Ik, k = 0, 1, · · · , n− 1.

Geometricamente fk(x0) ∈ Ik significa que, aplicando-se f a x0 e, em seguida, aplicando f

sucessivamente às imagens obtidas, obteremos uma sequência de pontos, cada um deles perten-
cente a um dos conjuntos I1, I2, ..., In−1, e voltaremos a assumir o valor inicial x0 na n-ésima
aplicação de f .

Antes de utilizarmos a Proposição 1 para provarmos o Teorema de Li-Yorke, vamos apre-
sentar, para completeza do texto, um resultado bastante curioso. Tal resultado é relativo à
localização dos pontos periódicos de ordem ı́mpar e mostra que, sob certas condições, uma
órbita ı́mpar (órbita com número ı́mpar de pontos) tem seus pontos se alternando à esquerda e
à direita de um ponto central. Este resultado é o que se estabelece no seguinte Teorema.

Figura 4: Pontos de uma órbita alternando-se à esquerda e à direita de um ponto central.

Fonte: os autores.

Teorema 4. Seja I um intervalo. Seja f : I → I uma função contı́nua, e suponha que f

tenha uma órbita (2n+1)−periódica {xk = fk(x0), k = 0, 1, ..., 2n} e que f não possua uma
órbita (2m + 1)−periódica para 1 ≤ m < n. Suponha também que, escrevendo a sequência
ordenada dos x′

is em ordem crescente, x0 seja seu termo central. Então é válida uma das duas
permutações
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i) x2n < x2n−2 < · · · < x2 < x0 < x1 < · · · < x2n−3 < x2n−1,

ii) x2n−1 < x2n−3 < · · · < x1 < x0 < x2 < · · · < x2n−2 < x2n,

O resultado anterior é bastante interessante e sua demonstração, muito engenhosa e cons-
trutiva, pode ser vista em [1] ou em [5]. Além disto, os ciclos que aparecem no Teorema 4 são
denominados Ciclos de Stefan (ver [10]).

Aplicaremos a Proposição 1 para provar que a existência de um ponto de perı́odo 3 para uma
função contı́nua que deixe um intervalo fechado [a, b] invariante implica na existência de pontos
n-periódicos para qualquer n natural. Este é o conhecido Teorema de Li-Yorke que veremos a
seguir.

Teorema 5. Seja f uma função contı́nua em [a, b], com f([a, b]) ⊂ [a, b]. Se a função f possuir
um ponto 3-periódico, então também possuirá um ponto n-periódico para todo inteiro positivo
n.

Demonstração. Sejam x0, x1 e x2 pontos de uma órbita 3-periódica de f tal que
x0 < x1 < x2. Mostraremos que f possui um ponto n-periódico para todo inteiro positivo n.

Começaremos mostrando que f possui um ponto fixo. Existem duas possibilidades para o
valor de f(x1) : f(x1) = x0 ou f(x1) = x2. Sem perda de generalidade, suponhamos que
f(x1) = x0. Então f(x0) = x2, f(x2) = x1, com isso, f(x1) = x0 < x1 e f(x0) = x2 > x0.

Defina a função g(x) = f(x) − x. Temos que g(x1) < 0 e g(x0) > 0. Como g é contı́nua,
segue-se do Teorema do Valor Intermediário que existe c ∈ (x0, x1) tal que g(c) = 0. Tal ponto
é o ponto fixo de f que procuramos.

Figura 5: Representação da órbita de perı́odo três tal que f(x0) = x2, f(x2) = x1 e f(x1) = x0.

Fonte: os autores.

Demonstremos a existência de pontos periódicos de ordem maior que 1. O caso n = 3 é
válido por hipótese. Passemos aos demais casos, assumindo a notação: I∗0 = [x0, x1], I

∗
1 =

[x1, x2].
Pela continuidade de f em [a, b], segue-se que f é contı́nua em cada subintervalo de [a, b].

Daı́, temos,

1. f([x0, x1]) ⊃ [x0, x2] ⊃ [x0, x1];
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2. f([x0, x1]) ⊃ [x0, x2] ⊃ [x1, x2];

3. f([x1, x2]) ⊃ [x0, x1].

Ou seja,

1. f(I∗0 ) ⊃ I∗0 ;

2. f(I∗0 ) ⊃ I∗1 ;

3. f(I∗1 ) ⊃ I∗0 ,

e, usando a notação que temos adotado,

I∗0 → I∗0 → I∗1 → I∗0 ,

que também pode ser indicada por
↷ I∗0 ⇄ I∗1 ,

em que o sı́mbolo ↷ significa que I∗0 é aplicado nele mesmo.
Considere agora os intervalos

I0 = I1 = · · · = In−2 = I∗0

e
In−1 = I∗1 .

Pela Proposição 1, existe x∗
0 ∈ I∗0 tal que fn(x∗

0) = x∗
0 para n inteiro positivo e

fk(x∗
0) ∈ I∗0 , k = 0, 1, ..., n− 2,

fn−1(x∗
0) ∈ I∗1 .

Afirmamos que x∗
0, f(x

∗
0), · · · , fn−1(x∗

0) são todos distintos. De fato, se não forem,
fn−1(x∗

0) deveria ser igual a um dos fk(x∗
0), com k = 0, 1, · · · , n− 2. Mas,

◦ Se fn−1(x∗
0) = x∗

0, então fn−1(x∗
0) ∈ I∗1 ∩ I∗0 = {x1};

◦ Se fn−1(x∗
0) = f(x∗

0), então fn−1(x∗
0) ∈ I∗1 ∩ I∗0 = {x1};

◦ ...

◦ Se fn−1(x∗
0) = fn−2(x∗

0), então fn−1(x∗
0) ∈ I∗1 ∩ I∗0 = {x1}.
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Em todos os casos terı́amos fn−1(x∗
0) = x1, o que corresponde a fn(x∗

0) = f(x1).

Como x∗
0 é um ponto fixo de fn, segue-se que

fn(x∗
0) = x∗

0.

Além disso, pelas últimas identidades,

f(x1) = x∗
0.

E sendo f(x1) = x0, concluı́mos que x∗
0 = x0.

Aplicando novamente f , temos f(x∗
0) = f(x0). Por construção, f(x∗

0) ∈ I∗0 , mas, f(x0) =

x2 ∈ I∗1 , e x2 ̸∈ I∗0 . Dessa forma, obtemos uma uma contradição.
Portanto todos os elementos x∗

0, f(x
∗
0), · · · , fn−1(x∗

0) são distintos e a prova do Teorema
está completa.

5 Exemplos

Vejamos alguns exemplos relativos aos resultados que apresentamos.
O primeiro exemplo mostra a importância de se ter um intervalo fechado no domı́nio da

função do Teorema que acabamos de demonstrar:

Exemplo 4. Se tomarmos n = 3 no Exemplo 3, teremos uma função contı́nua, cujo domı́nio é
um conjunto fechado, porém não é um intervalo. Tal função não possui pontos fixos visto que
apenas rotaciona os pontos de S1 de um ângulo

π

3
.

A continuidade também é fundamental no Teorema 5 como pode ser visto no Exemplo a
seguir, no qual é exibida uma função com (apenas) 3 pontos de perı́odo 3, mas sem pontos de
outros perı́odos.

Exemplo 5. Seja {xn} uma enumeração dos racionais pertencentes a [0,1] e defina a função
f : [0, 1] ∩Q→ Q dada por

f(xn) = xn+1, se n ≥ 3,

f(x0) = x1, f(x1) = x2 e f(x2) = x0. Observe que os pontos x0, x1 e x2 são 3-periódicos e
não há outros pontos periódicos.

Por fim, apresentamos exemplos mostrando que uma função que possua um ponto 5-
periódico não terá, necessariamente, um ponto 3-periódico. O primeiro desses exemplos é
clássico e se encontra em diversos artigos sobre o tema, como, por exemplo, em [2].

Exemplo 6. Seja f : [1, 5]→ [1, 5] tal que f(1) = 3, f(2) = 5, f(3) = 4, f(4) = 2, f(5) = 1

e sendo linear em cada intervalo [n, n+ 1], 1 < n < 4.
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É possı́vel notar, com cálculos diretos, que os inteiros do intervalo [1,5] são pontos 5-
periódicos de f .

Figura 6: Gráficos das funções funções f , em vermelho); f 2, em verde; f 3, em azul e da função
identidade, em preto (esta última definida no intervalo [0,5]).

Fonte: os autores.

A Figura 6 apresenta os gráficos das funções f , f 2 e f 3, além de suas interseções com o
gráfico da função identidade. Este gráfico nos permite visualizar geometricamente as proprie-
dades das funções envolvidas que se seguem.

Não há pontos fixos para a função f 3 := f ◦f ◦f no intervalo [1,2], ou seja, não há pontos
3-periódicos de f neste intervalo. De fato, é imediato verificarmos que 1 e 2 não são pontos
fixos. Também é válido que

f 3([1, 2]) = f 2([3, 5]) = f([1, 4]) = [2, 5].

Como mesmo procedimento vemos que não há pontos 3-periódicos em [2,3] e nem em [4,5].
Portanto, resta apenas verificarmos se há um ponto 3-periódico em [3,4].

Como
f 3([3, 4]) = f 2([2, 4]) = f([2, 5]) ⊃ [3, 4],

temos a garantia de que há um ponto fixo p para f 3 em [3,4].
Afirmamos que este ponto, além de único, é também ponto fixo de f , ou seja, 3 não é seu
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menor perı́odo (notemos que p é diferente de 3 e de 4 já que tais pontos não são pontos fixos de
f 3).

De fato, seja p ∈ [3, 4] um ponto fixo de f 3. Neste caso,

f(p) ∈ [2, 4] = [2, 3] ∪ [3, 4].

Se f(p) ∈ [2, 3] teremos f 3(p) ∈ [1, 2], o que faz com que p não seja fixo por f 3.
Caso f(p) ∈ [3, 4] teremos f 2(p) ∈ [2, 4] = [2, 3] ∪ [3, 4]. Caso tenhamos f 2(p) ∈ [2, 3] é

fácil ver que f 3(p) ∈ [4, 5] e, como 4 não é o ponto fixo procurado, novamente não encontramos
o ponto fixo em [2,3].

Resta então o caso f 2(p) ∈ [3, 4], ou seja p, f(p), f 2(p) ∈ [3, 4]. Como f(x)|[3,4] = 10−2x,

seu único ponto fixo é p =
10

3
∈ [3, 4]. É imediato ver que tal ponto é um ponto fixo de f 3.

Para finalizar, vejamos mais um exemplo de função que possui pontos 5-periódicos mas não
possui pontos 3-periódicos.

Figura 7: Gráficos das funções funções f , em vermelho); f 2, em verde; f 3, em azul e da função
identidade, em preto.

Fonte: os autores.

Exemplo 7. Considere a função

f(x) = max

{
5

32
, 2

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣}
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Figura 8: Gráficos das funções funções g3, em azul, e da função identidade, em preto.

Fonte: os autores.

definida em R. Tal função é contı́nua e aplica o intervalo [0,1] nele mesmo. A função f possui
pontos 5-periódicos mas não possui nenhum ponto 3-periódico.

Se considerarmos a função g(x) = 2

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣, é possı́vel verificarmos que g3(x) possui oito

pontos fixos, sendo que, dentre eles, temos dois pares de 3-órbitas de f dados por
{
1

9
,
7

9
,
5

9

}
e{

1

7
,
5

7
,
3

7

}
, além de dois pontos fixos de f : 1 e

1

3
.

Visto que f assume o valor
5

32
no intervalo

[
27

64
,
37

64

]
, garantimos que a função f possui

pontos 5-periódicos já que

5

32
→ 11

16
→ 3

8
→ 1

4
→ 1

2
→ 5

32
.

Afirmamos que qualquer órbita de f terá um ponto maior do que ou igual a
5

32
. De fato, se

tal órbita possuı́sse um elemento menor do que
5

32
, sua imagem por f seria maior do que ou

igual a este valor, e segue-se a validade da afirmação.
Além disso, afirmamos que, em qualquer órbita de tamanho diferente de 5, f atua como a

função g. De fato, se
5

32
pertencer à órbita, a mesma deve ter perı́odo 5, como visto anterior-

mente. Caso os elementos da órbita sejam diferentes (maiores) que
5

32
, o resultado é imediado

a partir da definição de f .
Supondo que f possua uma órbita de perı́odo 3, pelo observado anteriormente, temos que
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f(x) = g(x) = 2

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣ quando aplicada aos pontos dessa órbita. Mas, como vimos, as

órbitas 3-periódicas de g contém os pontos
1

7
e
1

9
que são menores que

5

32
, contradizendo o

observado anteriormente. Portanto, é impossı́vel que f tenha órbitas de perı́odo 3 e, com isso,
concluı́mos o Exemplo.

Considerações

Os resultados apresentados correspondem a teoremas e exemplos clássicos relativos às
órbitas periódicas de funções e, como pode ser visto no texto, se conectam com teoremas
como o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e com seu equivalente, o Teorema do Valor In-
termediário, dois resultados com forte apelo geométrico e amplamente utilizados em diversas
áreas da Matemática e de outras ciências. Desta forma, muitos dos resultados vistos possuem
uma geometria bastante interessante que pode ser explorada. Mais que isso, os conceitos e
exemplos apresentados indicam que tais resultados podem ser abordados em diversos nı́veis de
ensino, desde que o aprofundamento seja adequado a cada público.
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fissional em Matemática em Rede Nacional - Profmat). Ouro Preto: Instituto de Ciências
Exatas e Biológicas, Universidade Federal de Ouro Preto, 2019, p. 61.

[4] Pereira, R. O., Ferreira, W. M. e Martins, E. M. A Equivalência entre o Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer e o Teorema do Valor Intermediário. Em: Revista de Matemática
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