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Resumo. Neste trabalho estudaremos diversos conceitos relativos a fun¢des continuas em uma varidvel
real, destacando-se teorias relativas a pontos fixos, drbitas periddicas e ao Teorema de Li-Yorke. Este
tltimo teorema estabelece que se uma fungéo real aplicar o intervalo [a, b] em si mesmo e possuir um
ponto de periodo trés, entdo tal fungdo possuird pontos periddicos de qualquer periodo inteiro positivo.
A obtencdo dos resultados serd feita, principalmente, a partir de aplicagdes do Teorema do Valor In-
termedidrio e do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, dois resultados cldssicos da Matematica, cuja
formulacgdo e interpretagdes geométricas sdo relativamente simples e cujas aplicagdes sdo bastante rele-

vantes em diversas ciéncias.

Palavras-chave. Pontos periddicos, Orbitas periddicas, Teorema do Valor Intermedidrio, Teorema de
Li-Yorke.

SOME RESULTS ON PERIODIC ORBITS OF FUNCTIONS

Abstract. In this work we will study several concepts related to real continuous functions in one variable,
highlighting results related to fixed points, periodic orbits and the Li-Yorke Theorem. This last theorem
establishes that if a real function applies the interval [a,b] to itself and has a point of period three,
then it will have periodic points of any positive integer period. The results will be obtained mainly
through applications of the Intermediate Value Theorem and Brouwer Fixed Point Theorem, two classic
results in Mathematics, whose formulation and geometric interpretations are relatively simple and whose

applications are quite relevant in several sciences.
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ALGUNOS RESULTADOS SOBRE ORBITAS PERIODICAS DE FUNCIONES

Resumen. En este trabajo se estudian diversos conceptos relacionados con funciones continuas de una
variable real, con énfasis en teorias vinculadas a puntos fijos, orbitas periddicas y el Teorema de Li- Yorke.
Este ultimo establece que, si una funcién real mapea el intervalo [a,b] en si mismo y posee un punto de
periodo tres, entonces esta dicha funcion tiene puntos periddicos de todo periodo entero positivo. Los
resultados se obtienen principalmente mediante aplicaciones del Teorema del Valor Intermedio y del
Teorema del Punto Fijo de Brouwer, dos resultados clasicos de las matemadticas, cuya formulacién e
interpretaciéon geométrica son relativamente sencillas, y cuyas aplicaciones son de gran relevancia en
diversas areas del conocimiento cientifico.

Palabras clave. Puntos periddicos, orbitas periddicas, Teorema del Valor Intermedio, Teorema de Li-
Yorke.

1 Introducao

O objetivo geral deste texto € o estudo de Orbitas periddicas de fungdes. O estudo que apresen-
taremos estd fortemente conectado as fungdes continuas de uma varidvel real, conceito explo-
rado por grandes matemdticos como Newton (1642 — 1727), Leibniz (1646 — 1716), e Euler
(1707 — 1783) (ver [1]]). Ndo nos propomos a apresentar resultados inéditos, mas a trazer um
texto que reune teorias e exemplos cldssicos sobre o assunto.

ApOs as definigdes e resultados preliminares, abordaremos o Teorema de Li-Yorke o qual
garante, sob certas hipéteses, que a existéncia de um ponto de periodo trés para uma fungdo
continua, assegura a existéncia de pontos n-periddicos para qualquer n inteiro positivo. O Teo-
rema de Li-Yorke faz referéncia aos pesquisadores T. Li e J. A. Yorke que, em 1975, publicaram
o artigo Period Three Implies Chaos ([2]) na revista American Mathematical Monthly. Como
observado em []1], tal resultado constitui-se em um caso particular do Teorema de Sarkovskii,
publicado em 1964, e que é explorado, por exemplo, em [3]].

De modo geral, os resultados que abordaremos correspondem a aplicacdes do Teorema do
Valor Intermedidrio, um teorema cldssico, cuja visualizagdo geométrica é simples e intuitiva,
mas cujas consequéncias sao bastante relevantes. Um fato de destaque € sua equivaléncia com
o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer (ver, por exemplo [4]), o que j4 nos indica sua relacdo
com teorias de pontos fixos e Orbitas periddicas.

Ao longo do texto estabeleceremos precisamente as defini¢des de Ponto Periddico e Orbita
Periddica de uma fun¢do continua e apresentaremos alguns exemplos.

Na Secdo 4, apresentaremos duas proposi¢des que sdo de extrema importancia para a
demonstragdo do teorema principal do artigo. Veremos uma generalizagdo do Teorema do Ponto
Fixo de Brouwer e um resultado auxiliar que estabelece que, sob certas condi¢cdes, uma 6rbita

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 2 /[19}



Alguns resultados sobre 6rbitas periddicas de fun¢des 3

impar tem seus pontos se alternando a esquerda e a direita de um ponto central. Este ultimo
resultado € interessante por si s6 e sua demonstracdo € bastante engenhosa e construtiva. A
partir desses resultados, obteremos facilmente o Teorema de Li-Yorke.

Nosso objetivo nao € apresentar todos os cdlculos e demonstragdes (muitos podem ser vistos
em [5]]), mas indicar os principais resultados e abordar a geometria dos problemas envolvidos,
além de trazer exemplos. Os graficos inseridos no texto foram criados com o uso do programa
GeoGebra.

2 Alguns resultados classicos

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados e defini¢des que serdo vistos no decorrer do texto.
Nos basearemos principalmente nas obras: [6] e [[7].

As funcdes consideradas sao de dominios reais e contradominios reais. Vamos iniciar pela
defini¢do de fungdo continua, sendo X C R um conjunto ndo vazio dos numeros reais.

Definicao 1. Uma funcdo f : X — R é continua no ponto a € X quando, para todo € > 0
dado arbitrariamente, pudermos determinar 0 > 0 tal que © € X e |v — a| < & impliquem em
|f(z) — f(a)|] < e. Simbolicamente:

Ve>0,3>0talquex € X, |v—a|l| <d=|f(x) — f(a)] <e.

Vejamos agora o Lema de Permanéncia de Sinal que pode ser visto com mais detalhes em
[5] ou em [7]] . Tal lema nos garante que se a func¢do f for continua e se f(xy) for ndo nulo,
entdo existe uma vizinhanga de g tal que a imagem de todos os seus pontos tem 0 mesmo sinal

de f(zo).

Lema 1 (Lema da Permanéncia do Sinal). Sejam I C R um intervalo e f : I — R uma funcdo
continua. Se xy € I for tal que f(xy) > 0 (resp. f(xo) < 0), existe § > 0 tal que

rel |r—uxy <d= f(z) >@
f (o) : . ’ .. .
resp. f(z) < ) Em particular, f ainda é positiva (resp. negativa) em

IN(xg— 9,20+ 0).
Outro teorema classico da Analise Real € o Teorema do Valor Intermediario:

Teorema 1 (Teorema do Valor Intermedidrio). Seja f : [a,b] — R continua. Se
fla) <d < f(b)ou f(b) < d < f(a) entdo existe c € (a,b) tal que f(c) = d.

A demonstracao no caso f(a) < d < f(b) pode ser vista em [5].
Como Corolario imediato, no caso d = (, obtemos o resultado a seguir
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Figura 1: Ilustragdo do Teorema do Valor Intermedidrio. Observe que cada d € [f(a), f(b)]
possui pré imagem por f em algum ¢ € [a, b].

0.5

f(a)

Fonte: os autores.

Corolario 1. Seja f () uma fungdo continua num intervalo fechado [a,b]. Se f(a) e f(b) tém
sinais opostos, isto é, se

fla) <0 < f(b) ou f(b) <0 < f(a),

entdo existe c entre a e b tal que f(c) = 0.
O conceito de Ponto Fixo também serd de grande relevancia neste trabalho.

Definicao 2 (Ponto Fixo). Sejam X um conjunto ndo vazio e f : X — X uma funcgdo.

Dizemos que um elemento xo € X é um ponto fixo de f se f(xqy) = xo.

Geometricamente, uma funcao real possui ponto fixo quando seu grafico tem intersecdo com
o gréfico da func¢@o de dominio real definida por g(z) = z.
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Figura 2: Na figura vemos os graficos das fungdes f(x) = z* — 2 (em vermelho),

g(x) = —x+1 (em verde) e h(x) = e” (em azul), definidas no intervalo [-3,3] e suas intersecdes
com o gréfico da fun¢do identidade (em preto) no mesmo intervalo. A cada intersecdo entre cada
um dos graficos das fungdes f, g e h com o grafico da identidade, podemos identificar um ponto
fixo da funcao correspondente.

Fonte: os autores.

Corolario 2. Seja I = [a,b] e J = [c,d] intervalos fechados, I C J e f uma fun¢do continua.
Se f(I) D J, entdo f possui um ponto fixo em I.

Demonstracdo.  Se f(a) = aou f(b) = b, ja temos um ponto fixo. Caso contrario, considere
a fungdo continua h(z) = f(x) — x. Dai, como I C Je f(I) D J (logo, contém os pontos
a e b), existe x; > a, x; € [ talque f(x1) = a e existe zy < b, xy € I tal que f(x9) = b.
Segue-se entdo

hzy)=f(z1) —x1=a—21 <0

h(z2) = f(xg) —x9 =b— 29 > 0.

Segue-se do Teorema do Valor Intermedidrio que existe z € [ tal que h(x) = 0, ou seja f(z) =
x. Portanto f é uma funcdo que possui ponto fixo. 0

Um dos mais importantes e conhecidos teoremas sobre pontos fixos é o Teorema do Ponto
Fixo de Brouwer:
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Teorema 2 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer). Seja f : [a,b] — [a, b] uma fun¢do continua.
Entdo [ possui ao menos um ponto ponto fixo.

Demonstragdo. Se f(a) = aou f(b) = b, o resultado estd provado. Caso contrdrio,
considere, sem perda de generalidade, f(a) > a e f(b) < b. Seja g(z) = f(z) — x. Como f é
continua, temos que g € uma funcdo continua. Além disso,

g(a) = f(a) =a >0

9(b) = J(b) = b < 0.

Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe o € (a, b) tal que

g(z0) =0

ou seja,
f(xo) = w0

€ provamos o teorema. [

Na verdade, o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer € equivalente ao Teorema do Valor Inter-
medidrio como pode ser visto em [4]].

3 Pontos periodicos e orbitas

Nesta Se¢do abordaremos a nogao de pontos periddicos de uma fungao f e definiremos 6rbitas
periddicas. A nossa principal referéncia para esta sec¢do € o artigo [1]].
De agora em diante, utilizaremos a notac¢ao

x, se n =20,
fi(x) = fl@),  sen=1
f(f"Yx)), se n>1.

Outra definicdo fundamental € a

Definicao 3 (Ponto Periddico). Se xq satisfizer

[ (o) = o,
fE(xo) # 20 k=1,2,...,n—1,

entdo xy é chamado ponto n-periodico de f e n é denominado periodo de xy. Observe que se
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T for um ponto de periodo n entdo f*"(xq) = xo para k inteiro positivo.

Uma fun¢do f pode possuir pontos de diversos periodos e, claramente, os pontos fixos sdo
pontos 1—periddicos.

Nosso principal objetivo neste trabalho serd apresentar um resultado classico da matemaética,
que pode ser visto em [2[]: se uma fun¢do possuir um ponto de periodo trés, entdo possuird
pontos de quaisquer periodos inteiros positivos. Para tal, vejamos mais alguns resultados.

Definiciio 4 (Orbita periédica de f). Se xo for um ponto n-periddico de f, chamamos de drbita
periddica da funcdo f o conjunto {xg, f(xo), f*(z0), ..., f* 1 (x0)}.

E, de posse da defini¢do anterior, temos o

Teorema 3. Seja I um intervalo de R. Se f : I — R for continua e possuir um ponto de
periodo k > 1, entdo f possuird também um ponto de periodo 1.

Demonstracdo.  Isso segue do Teorema do Valor Intermedidrio. De fato, sejam f uma funcao
continua e o um de seus pontos de periodo k, com f%(xy), i = 0,1,2,3,....k — 1 sendo os
pontos da orbita de x.
Inicialmente escrevemos os pontos g, f(zo), -+ , f¥71(z0) em uma sequéncia crescente e
a renomeamos como
20 <2 < 2o < v < Zp_1.

Considere a fung¢do continua h(x) = f(x) — z. Como f € uma fung¢io de periodo k, temos

h(zo) = f(20) — 20 = z; — 20 > 0, paraalgum i=1,2,...k — 1,

h(zk—1) = f(zrk—1) — 2k—1 = 2 — 2k—1 < 0, paraalgumi =0,1,2, ...k — 2.

Entdo, como h é continua, existe ¢ € [z, zx_1] tal que h(c) = 0. Logo f(c) = ¢, o que nos
garante um ponto fixo para f. [

Aplicando a contrapositiva ao resultado anterior, temos o seguinte coroldrio.

Corolario 3. Seja I um intervalo. Se f : I — R for uma funcdo continua e ndo possui ponto
fixo, entdo f ndo possui ponto de periodo k, k > 1.

Vejamos agora alguns exemplos de pontos periddicos e Orbitas. Mais detalhes e exemplos
podem ser vistos em [|1]] e em [§]].

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 7/
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Exemplo 1. Considere f : [0,1] — [0, 1] dada por

+1 0< 1
T+ =, =
flz) = 2 1 2

222, ;<a<l

Figura 3: A fungdo f(z) do Exemplo|l| f possui um ponto fixo no intervalo [0, 1].

v 4

1

0.5

xV

Fonte: os autores.

Observando os grdficos de f(x) e g(x)

x na Figura |3} vemos uma tinica intersecdo.
Resolvendo algebricamente temos

n 1

rT+-==z

2 )

para valores de x entre [0, 5} , ndo obtemos solugdo. Resolvendo

2—-2xr==x

1
para valores de x compreendidos em {5, 1] , obtemos a solucdo

2
T ==

que é o ponto fixo de f. A existéncia desse ponto jd era esperada como consequéncia do Teorema
do Ponto Fixo de Brouwer.

Temos também que v =

Wl

15
é ponto de periodo dois de f e sua orbita é {

g,g}.Defato,
o(1\_1 p(l
r(5)=5 ()

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 8 /[19]
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Ainda considerando a fungdo f, temos que x = 0 é ponto de periodo trés de f e sua orbita
1
€<0,=,15.
v

Exemplo 2. A funcdo f : [0,3] — R dada por

3
6-2z, S <r<3,

tem pontos fixos em x = 0 e x = 2, e possui um ponto de periodo dois.

De fato, calculando os pontos fixos da funcdo, observamos que a equacdo
2v ==

: 3 .
tem solugdo uinica para x = 0. Entdo hd um ponto fixo para v < 5 Além disso, resolvendo a
equagdo

6 —2r ==z,

encontramos o valor
r =2

: .3 o
o qual respeita a condi¢do 3 < x < 3. Portanto, a func¢do f possui dois pontos fixos.

12 12 6
Além disso, x = = é um ponto de periodo dois e sua orbita é {?’ 3} . De fato,

12 12 12 6 12 12
r(5)=5r(5)-s (%)%

O exemplo a seguir pode ser visto com mais detalhes em [5]] e a ideia para sua elaboragao
pode ser encontrada em [8] e em [9]]. Tal exemplo corresponde a uma fun¢do com as seguintes
caracteristicas: todos os pontos de seu dominio sdo n-periddicos e nenhum deles é ponto fixo.

Exemplo 3. Seja S' = {(z,y) € R x R/z* +y* = 1}. A fungdo h(x,y) : S* — S' dada por

h(x,y) =

cos () —sen(2) ] 1
I

N

sen (7”) cos (27”)

em quen € N, n > 1 é uma fungdo que ndo possui pontos fixos e todos os pontos de S' sédo
pontos n—periodicos de h.

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 9 /[19}
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4 A existéncia de pontos n-periodicos para qualquer n € N

Vamos iniciar a secdo apresentando alguns resultados que nos fornecem informacdes sobre
as oOrbitas de funcgdes reais que possuem um nimero impar de pontos periddicos, tendo como
principal referéncia [ 1.

A Proposicdo a seguir € uma generalizacdo do Teorema do Valor Intermediario. Na
sequéncia do texto, utilizaremos a seguinte notagao.

Notacao 1. f(I;) D 1, significa que a imagem de I; por f contém I;. . De uma maneira
geral, consideraremos
I =1 oul; < I

se f(I;) D I; (f(1;) contém I;). Quando ocorrer f(1;) D I, utilizaremos também a seguinte
notagdo m I;.
Proposicao 1. Sejam f uma fungdo continua em [a,b] e Iy, I, ..., I, intervalos fechados
contidos em [a, b]. Se

fI) D Iy, k=0,1,....,n—2,

f(In-1) D Iy,
entdo a equagdo

f'(x) ==

tem pelo menos uma solucdo x = xy € I tal que
ff(xo) €Iy, k=0,1,...,n— 1.

Demonstragdo. Se n = 1, temos o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer que ja foi
demonstrado.

Sabemos que a imagem de um intervalo por uma funcdo continua € um intervalo. Como
f(Ln—1) D Ip, existe [}, C I,y tal que f(I;_;) = Ip. Do mesmo modo, existe I , C I,,_o
tal que f(I;_5) = I;_;.

Repetindo-se n — 1 vezes esse raciocinio obtemos uma sequéncia de subintervalos I}, C I,
tais que

FUg) =Ty, k=01, n—2e f(I; ) = I

Portanto,
f(ly) =11,
A1) = fI7) = I,
FI5) = f(I5) = I,

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 10/
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frAIg) = fIh ) = 1o,
frIg) = fIh ) =1y,
) = f(Lh) = To O Iy,
Portanto, como f" é continua e I é fechado e limitado, existe o € I tal que f"(x¢) = xo.

Além disso, f¥(zo) € I} C I, k=0,1,---, n—1. ]

Geometricamente f*(z,) € I significa que, aplicando-se f a z €, em seguida, aplicando f
sucessivamente as imagens obtidas, obteremos uma sequéncia de pontos, cada um deles perten-
cente a um dos conjuntos I, I, ..., [,,_1, e voltaremos a assumir o valor inicial zy na n-ésima
aplicagdo de f.

Antes de utilizarmos a Proposi¢do [T| para provarmos o Teorema de Li-Yorke, vamos apre-
sentar, para completeza do texto, um resultado bastante curioso. Tal resultado € relativo a
localizagdo dos pontos periddicos de ordem impar e mostra que, sob certas condi¢des, uma
orbita impar (6rbita com nimero impar de pontos) tem seus pontos se alternando a esquerda e
a direita de um ponto central. Este resultado € o que se estabelece no seguinte Teorema.

Figura 4: Pontos de uma 6rbita alternando-se a esquerda e a direita de um ponto central.

\\\/// /]
\,/

Fonte: os autores.

Teorema 4. Seja I um intervalo. Seja f : [ — I uma funcdo continua, e suponha que f
tenha uma 6rbita (2n + 1)—periddica {x), = f*(xq), k = 0,1, ...,2n} e que f ndo possua uma
orbita (2m + 1)—periddica para 1 < m < n. Suponha também que, escrevendo a sequéncia
ordenada dos ;s em ordem crescente, x seja seu termo central. Entdo é vdlida uma das duas
permutagoes

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 11/
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) Top < Topo < -+ <Xy <Tog<x1 < < Top_3 < Top_1,
) Top1 < Top 3 < <X <Tog< Ty << Top_o < Top,

O resultado anterior € bastante interessante e sua demonstracdo, muito engenhosa e cons-
trutiva, pode ser vista em [1] ou em [5]. Além disto, os ciclos que aparecem no Teorema@ sao
denominados Ciclos de Stefan (ver [10]).

Aplicaremos a Proposicao|l|para provar que a existéncia de um ponto de periodo 3 para uma
fun¢do continua que deixe um intervalo fechado [a, b] invariante implica na existéncia de pontos
n-periddicos para qualquer n natural. Este é o conhecido Teorema de Li-Yorke que veremos a
seguir.

Teorema 5. Seja f uma fungdo continua em [a, b, com f([a,b]) C [a,b]. Se a fungdo f possuir
um ponto 3-periddico, entdo também possuird um ponto n-periodico para todo inteiro positivo
n.

Demonstragdo. Sejam zg, x1 e x5 pontos de uma Orbita 3-periddica de f tal que

o < x1 < To. Mostraremos que f possui um ponto n-peridédico para todo inteiro positivo 7.
Comecaremos mostrando que f possui um ponto fixo. Existem duas possibilidades para o

valor de f(z1) : f(z1) = o ou f(z1) = x5. Sem perda de generalidade, suponhamos que

f(x1) = zo. Entdo f(x¢) = 9, f(x2) = x1, comisso, f(z1) = xo < x1 € f(z9) = T2 > Xp.
Defina a fun¢io g(z) = f(x) — x. Temos que g(z1) < 0 e g(xy) > 0. Como g é continua,

segue-se do Teorema do Valor Intermedidrio que existe ¢ € (zg, x1) tal que g(c) = 0. Tal ponto

¢ o ponto fixo de f que procuramos.

Figura 5: Representagdo da drbita de periodo trés tal que f(zg) = 2, f(x2) = 1€ f(x1) = xo.

"'_'\\‘-——--\

A X X3

Fonte: os autores.

Demonstremos a existéncia de pontos periddicos de ordem maior que 1. O caso n = 3 €
vdlido por hipétese. Passemos aos demais casos, assumindo a nota¢do: [ = [zg,x1], [} =
[.I'l, 5172] .

Pela continuidade de f em [a, b], segue-se que f é continua em cada subintervalo de [a, b].
Dai, temos,

1. f([zo,x1]) D [xo, z2] D [T0, x1];

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 12/
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2. f([xo,z1]) D [mo, x2] D |21, 22];
3. f([x1,22]) D [mo, x1].
Ou seja,
Lf(5) > I
2. f5) D 1I;
3. fU7) D¢,
e, usando a notacao que temos adotado,
I =I5 — 1] — 1,

que também pode ser indicada por
~ Iy = 17,

em que o simbolo m significa que /;j € aplicado nele mesmo.
Considere agora os intervalos

Ly=h==ILs=1I

[n,1 = [f
Pela Proposigéo existe xj, € I} tal que f™(xf) = xj para n inteiro positivo e
Py eIy, k=0,1,..,n—2,

fri(ag) € 14

Afirmamos que zj, f(zg), -+, f" ' (x}) sdo todos distintos. De fato, se ndo forem,
f7Y(xp) deveria ser igual a um dos f*(x%), comk =0,1,--- ,n — 2. Mas,

o Se [ Yxp) =z}, entdo fr(zh) € [F N IG = {x1};
o Se [ !(xg) = f(ag), entdo [~ (x5) € Iy N I = {a1};
o ...

o Se fr~(xg5) = f"*(ap), entdo [N (xp) € If NI = {z1}.

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 13/
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Em todos os casos terfamos "~ !(z}) = 1, 0 que corresponde a f"(x}) = f(z1).
Como z; é um ponto fixo de ", segue-se que

f(xg) = .
Além disso, pelas tltimas identidades,
flz1) = 5.

E sendo f(z1) = xo, concluimos que zf = x.
Aplicando novamente f, temos f(zf) = f(zo). Por construgdo, f(xj) € I, mas, f(xy) =
x9 € I}, e xo & I}. Dessa forma, obtemos uma uma contradigao.

Portanto todos os elementos 7, f(z3), -+, f"~!(x) sdo distintos e a prova do Teorema
estd completa. 0
5 Exemplos

Vejamos alguns exemplos relativos aos resultados que apresentamos.
O primeiro exemplo mostra a importincia de se ter um intervalo fechado no dominio da
funcdo do Teorema que acabamos de demonstrar:

Exemplo 4. Se tomarmos n = 3 no Exemplo 3| teremos uma fungdo continua, cujo dominio é
um conjunto fechado, porém ndo é um intervalo. Tal fungcdo ndo possui pontos fixos visto que

. 1 A ™
apenas rotaciona os pontos de S* de um dngulo 3

A continuidade também ¢é fundamental no Teorema [5| como pode ser visto no Exemplo a
seguir, no qual é exibida uma fun¢do com (apenas) 3 pontos de periodo 3, mas sem pontos de
outros periodos.

Exemplo 5. Seja {x,} uma enumeracdo dos racionais pertencentes a [0,1] e defina a fun¢do
f:10,1]NQ — Q dada por
f(zn) = xpyq, se n >3,

f(xo) = x1, f(z1) = x9 e f(x2) = zo. Observe que os pontos o, Ty e T2 sdo 3-periodicos e

ndo hd outros pontos periodicos.

Por fim, apresentamos exemplos mostrando que uma fung¢do que possua um ponto 5-
periédico ndo terd, necessariamente, um ponto 3-periddico. O primeiro desses exemplos é
classico e se encontra em diversos artigos sobre o tema, como, por exemplo, em [2].

Exemplo 6. Seja f : [1,5] — [1,5] tal que f(1) =3, f(2) =5, f(3) =4, f(4) =2, f(5) =1
e sendo linear em cada intervalo [n,n + 1], 1 <n < 4.

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 14/
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E possivel notar, com cdlculos diretos, que os inteiros do intervalo [1,5] sdo pontos 5-
periodicos de f.

Figura 6: Graficos das fungdes fungdes f, em vermelho); f2, em verde; f3, em azul e da fun¢do
identidade, em preto (esta dltima definida no intervalo [0,5]).

5 y

Fonte: os autores.

A Figura @ apresenta os grdficos das funcoes f, f* e f3, além de suas intersecées com o
grdfico da funcdo identidade. Este grdfico nos permite visualizar geometricamente as proprie-
dades das fungées envolvidas que se seguem.

Ndo hd pontos fixos para a funcdo f2 := fo f o f no intervalo [1,2], ou seja, ndo hd pontos
3-periddicos de f neste intervalo. De fato, é imediato verificarmos que 1 e 2 ndo sdo pontos
fixos. Também é vdlido que

fg([172]) = fz([3?5]) = f([174]) = [275]'

Como mesmo procedimento vemos que ndo hd pontos 3-periédicos em [2,3] e nem em [4,5].
Portanto, resta apenas verificarmos se hd um ponto 3-periédico em [3,4].

Como
£2((3,4) = f2(12,4]) = £([2,5]) D [3,4],

temos a garantia de que hd um ponto fixo p para f3 em [3,4].

Afirmamos que este ponto, além de tinico, é também ponto fixo de f, ou seja, 3 ndo é seu

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 15/
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menor periodo (notemos que p é diferente de 3 e de 4 jd que tais pontos ndo sdo pontos fixos de
£2).

De fato, seja p € [3,4] um ponto fixo de f3. Neste caso,
f(p) € [2,4] =[2,3] U [3,4].

Se f(p) € (2, 3] teremos f3(p) € [1,2], o que faz com que p nédo seja fixo por f>.

Caso f(p) € [3,4] teremos f?(p) € [2,4] = [2,3] U [3,4]. Caso tenhamos f?(p) € [2,3] é
facil ver que f3(p) € [4, 5] e, como 4 ndo é o ponto fixo procurado, novamente nédo encontramos
o ponto fixo em [2,3].

Resta entdo o caso f*(p) € [3,4], ousejap, f(p), f*(p) € [3,4]. Como f(z)|;34 = 10—2z,

1 .
seu unico ponto fixo é p = 3 € [3,4]. E imediato ver que tal ponto é um ponto fixo de 3.

Para finalizar, vejamos mais um exemplo de funcdo que possui pontos 5-periédicos mas nao
possui pontos 3-periddicos.

Figura 7: Graficos das fungdes fungdes f, em vermelho); f2, em verde; f3, em azul e da funcdo
identidade, em preto.

0.5 1

0 05 1

Fonte: os autores.

Exemplo 7. Considere a funcdo

fz) = max{3—52,2

)
x__
2

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 16 /[19]



Alguns resultados sobre 6rbitas periddicas de funcdes 17

Figura 8: Gréficos das fungdes fungdes ¢°, em azul, e da fungio identidade, em preto.

y

0.5 1

0 05 1 15

Fonte: os autores.

definida em R. Tal fungdo é continua e aplica o intervalo [0,1] nele mesmo. A funcdo f possui
pontos S5-periodicos mas ndo possui nenhum ponto 3-periodico.

, € possivel verificarmos que g*(x) possui oito

175
pontos fixos, sendo que, dentre eles, temos dois pares de 3-6rbitas de [ dados por {5, 9’ 5} e

1
Se considerarmos a fung¢do g(v) = 2 |x — 5

153 1
==,z 2 ] cle—.
{7, o } além de dois pontos fixos de f: I e 3
27 37

o 6_4} , garantimos que a func¢do [ possui

D
Visto que [ assume o valor 3 no intervalo l

pontos 5-periodicos jd que

5} 11 3 1 1 5}
= - = —
32 16 8 4 2 32

bt
Afirmamos que qualquer orbita de f terd um ponto maior do que ou igual a 37 De fato, se

tal orbita possuisse um elemento menor do que —, sua imagem por f seria maior do que ou
igual a este valor, e segue-se a validade da afirmacao.

Além disso, afirmamos que, em qualquer orbita de tamanho diferente de 5, f atua como a

fungdo g. De fato, se 32 pertencer a orbita, a mesma deve ter periodo 5, como visto anterior-

L . : 5 L
mente. Caso os elementos da orbita sejam diferentes (maiores) que 32’ o resultado é imediado
a partir da definicdo de f.

Supondo que f possua uma orbita de periodo 3, pelo observado anteriormente, temos que

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 17 /[19]
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T — 5‘ quando aplicada aos pontos dessa orbita. Mas, como vimos, as

: g 5 .
orbitas 3-periodicas de g contém os pontos — e 9 que sdo menores que —, contradizendo o
observado anteriormente. Portanto, é impossivel que f tenha orbitas de periodo 3 e, com isso,

concluimos o Exemplo.

Consideracoes

Os resultados apresentados correspondem a teoremas e exemplos cldssicos relativos as
orbitas periddicas de funcdes e, como pode ser visto no texto, se conectam com teoremas
como o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e com seu equivalente, o Teorema do Valor In-
termedidrio, dois resultados com forte apelo geométrico e amplamente utilizados em diversas
areas da Matematica e de outras ciéncias. Desta forma, muitos dos resultados vistos possuem
uma geometria bastante interessante que pode ser explorada. Mais que isso, 0s conceitos €
exemplos apresentados indicam que tais resultados podem ser abordados em diversos niveis de
ensino, desde que o aprofundamento seja adequado a cada publico.
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