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Resumo. Por meio de uma revisao bibliografica, apresentamos todos os processos de como é feito
um QR Code modelo 1, versdo 1, e as teorias matematicas envolvidas, sendo possivel a criagao de
um QR Code funcional. Comentamos acerca da escrita de dados na forma de nimeros binarios, a
correspondéncia entre escrever um nimero em base dez e em base dois (bindrio). Damos énfase
no assunto de corpos finitos, com uma vis@o polinomial, sendo este tema necessério para escrever
os dados do cddigo corretor de erros em um QR Code.

Palavras-chave. Corpos finitos, polindmios, divisdo euclidiana.

BINARY NUMBERS, FINITE FIELDS AND POLYNOMIAL DIVISION, MAKING A
QR CODE

Abstract. Through a bibliographical review, we present all the processes of how a QR Code
model 1, version 1, is made and the mathematical theories involved, making it possible to create
a functional QR Code. We comment on how to write the data in the form of binary numbers, the
correspondence between writing a number in base ten and in base two (binary). We emphasize
the subject of finite fields, with a polynomial view, this subject being necessary to write the error
correcting code data into a QR Code.

Keywords. Finite field, polynomial, euclidean division.

NUMEROS BINARIOS, CAMPOS FINITOS Y DIVISION POLINOMIAL, LA
CONSTRUCCION DE UN CODIGO QR

Resumen. Mediante una revision bibliografica, presentamos todos los procesos involucrados en
la creacién de un Cédigo QR modelo 1, versidn 1, asi como las teorias matematicas que lo hacen
posible, permitiendo la generacién de un Cédigo QR funcional. Explicamos como se escriben
los datos en forma de nimeros binarios y la correspondencia entre la escritura de un nimero en
base diez y en base dos (binario). Destacamos el tema de los campos finitos desde una perspectiva
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polinomial, siendo este fundamental para la codificacién de datos de correccion de errores en un
Cédigo QR.

Palabras clave. Campo finito, polinomio, divisién euclidiana.

1 Introducao

Os QR Codes se tornaram bastante utilizados nos dias atuais, podemos citar as seguintes uti-
lidades: os pagamentos via PIX, divulgacdo de paginas da internet, modo para se conectar em
alguma rede Wi-Fi etc. Porém, vocé ja se perguntou como € a constru¢do de um QR Code?
Neste artigo temos o objetivo de mostrar como construir um QR Code e os objetos matematicos
envolvidos, com destaque para corpos finitos e divisdo polinomial, utilizados na ferramenta de
correcdo de erro. Existem trabalhos que tratam da estrutura do QR Code e aplicagdes em sala
de aula [|1, 2}, 3} |4].

A criacdo do QR Code, ou Quick Response code, em uma traducdo livre “codigo de resposta
répida”, ocorre no ano de 1994 pela empresa japonesa Denso Wave, sua aplicabilidade é o arma-
zenamento de dados de forma simples por meio de uma imagem, e surgiu como uma alternativa
aos codigos de barra, mas com possibilidade de maior capacidade de acimulo de informagdes
[S]. Além disso, os QR Codes possuem uma estrutura de correcao de erros, utilizada para caso
alguma parte da imagem do QR Code esteja encoberta, ou danificada.

Nos trabalhos [[1, 2, 3} 4] € tratado o tema de QR Code com um viés educacional, ensinando
as estruturas de um QR Code e como escrever os dados, porém nao explica como escrever os
dados do cddigo de erro no QR Code. No texto [[6] € dado €nfase na parte tedrica de codigos
corretores de erro, € citado como aplicacdo a utilizagdo em QR Codes, porém nao € detalhado
como funciona sua escrita em um QR Code. Portanto, aqui neste artigo explicamos toda es-
trutura na criagdo de um QR Code, inclusive a metodologia na escrita do cédigo corretor de
erro.

Um exemplo de QR Code contendo a mensagem “Calculo” é exibido na Fig. [I| E necessdrio
um aplicativo para fazer a leitura deste QR Code da Fig. |1} explicagdes sobre aplicativos leitores
de QR Codes podem ser vistas em [/1]].

Figura 1: QR Code modelo 1, versao 1, com a mensagem “Calculo”.
[m] ¥ [a]
ua

Fonte: Autoria prépria.
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Por op¢ao, de modo a ndo entrar em tantos detalhes técnicos, nos restringimos ao QR Code
modelo 1, versdo 1, com mensagens de até sete caracteres, escritas no modo byte. A criacdo de
QR Codes de outros modelos, versdes e utilizando mais caracteres nas mensagens, seguem o
mesmo padriao, com algumas mudancas técnicas. O motivo de optarmos por estas restricoes, €
manter nosso foco em exibir toda matematica por tras de um QR Code, as teorias de nimeros
binarios, corpos finitos e divisao polinomial.

O restante deste artigo é composto dos seguintes topicos: na segio[2|se explica toda estrutura
de um QR Code modelo 1, versdo 1, como ¢€ feita a escrita de uma mensagem em um QR Code,
e os diferentes modos de dados aceitos em um QR Code; secdo [3| trata do tema de Corpos
Finitos, com uma abordagem via polindmios, focando no que € necessario em um QR Code; e
a segdo [ explica como se escreve o codigo corretor de erro em um QR Code, sem entrar em
pormenores técnicos de funcionamento.

2 Estrutura de um QR Code

Existem vérios modelos e versdes de QR Code, onde, de forma geral, a grande diferenca € a
capacidade de armazenamento de dados [[7, 4]. Aqui neste trabalho vamos nos ater a constru¢ao
de um QR Code de modelo 1 e versao 1. De mogo geral, os quadradinhos pretos e brancos
que compdem o QR Code sdo chamados de moédulos, um QR Code modelo 1, versdo 1, tem
tamanho 21 x 21 mddulos.

Algumas regides de mddulos sao inerentes ao QR Code por padrio, vamos elencar as regides
do QR Code modelo 1, versao 1, estas regides sao dadas a seguir [8].

* Regido de procura (médulos numerados com zero na Fig. [2));

* Médulo escuro (médulo numerado com 1 na Fig. [2), chamado em inglés de dark module.
E um tnico médulo na cor preta posicionado estrategicamente, existe uma férmula para
posicionamento deste mdédulo escuro em cada modelo e versdao de QR Code [1, [8].

* Regido de espagamento (médulos numerados com 2 na Fig. [2)).

* Regido de tempo (médulos numerados com 3 na Fig. 2. Sdo linhas pontilhadas para
conectar as regioes de procura. Estes mdédulos permanecem com a coloragdo padrio

apresentada (veja também na Fig. [3)).

» Regido reservada para escrita de informacdes a respeito do QR Code (mddulos numerados
com 4 na Fig. [2)).

* Regido onde sdo escritos os dados a serem codificados (regido de moddulos sem
numeragdo, pintados na cor cinza escuro na Fig. [2)).

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 3 /21]



)

(1
AV

{

2O c.mo)

B

DE MENEZES NETO, J. L.

Ao redor do QR Code, deve-se deixar, no minimo, uma borda branca com espacamento do
tamanho de um moddulo.

Existem oito padrdes de mascara de um QR Code, enumerados de O (zero) a 7 (sete), que é
a forma padrdo de pintar a regido onde sdo escritos os dados (regido de médulos na cor cinza
escuro e sem numeracdo na Fig. [2)), ou seja, uma mdscara é a coloragdo da regido dos dados
sem nada escrito nela. Mais detalhes sobre os padrdoes de mdscara sdo encontrados em
8. Existe toda uma metodologia para escolher a melhor mdscara, detalhes sdo encontrados em
2], porém, para ndo entrar em tantos pormenores, optamos por utilizar a médscara 0 (zero) na
constru¢do do nosso QR Code modelo 1, versao 1. Sendo assim, sem nenhum dado escrito, o
QR Code fica conforme a Fig. [3] A numeragio de 0 a 14 na Fig. [3]é a ordem de preenchimento
na regido reservada para escrita de informacdes a respeito do QR Code (regido de mddulos

Figura 2: QR Code modelo 1, versdo 1. Moddulos na cor preta e/ou branca sido
as regides de procura (médulos numerados com zero), médulo escuro (médulo nu-
merado com 1), regides de espacamento (mdédulos numerados com 2), regides de
tempo (mddulos numerados com 3). Regides na cor cinza clara sao para definir carac-
teristicas de modelo, versdo, mascara e codigo de erro (modulos numerados com 4).
Regido na cor cinza escuro é onde se escreve os dados a serem lidos (mddulos sem

numeragao).

[o]ofolofalofo kX Edofololofolofo]
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Fonte: Autoria prépria.

numerados com 4 na Fig. [2) [8].

Observacao 1. A aplicacdo da mdscara so é feita na regido de escrita dos dados (regido de

mddulos cinza escuro sem numeragdo na Fig. [2)).

2.1 Escrita de dados e numeros binarios

A escrita dos dados de um QR Code € feita utilizando nimeros binarios, nimeros escritos em
base dois, ou seja, nimeros em que seus digitos t€m apenas os algarismos 0 (zero) e 1 (um).

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 4 /[21]



)

2O c.mo)

(1
AV

B

{

Numeros bindrios, corpos finitos e divisdo polinomial, construindo um QR Code 5

Figura 3: QR Code versao 1, modelo 1, sem nada escrito na regido de dados, e utili-
zando a méscara de tipo O (zero). A numeracdo de 0 a 14 € a ordem de preenchimento
na regido reservada para escrita de informacoes a respeito do QR Code. Os mddulos
de tempo estdo destacados por retdngulos vermelhos, e a coloracdo dos médulos de
tempo permanece como estd por padrio.

||
H HEE B - HH B EEE B
H EEE B "H B N EEN B
H HEE B - H BN EEN B
| || ||
EEEEEEN EEEEEEN
0(1]2|3/4|5 6|7 .7891011121314
| HE N
HEH N | HEH EER
| HEHEEERN
HEH N || HEH EER

H'HHEEE N
EEEEEN - E R EEER

Fonte: Autoria propria.

Um numero escrito em base dez, é a forma usual na escrita de um nimero, com dez algarismos,
de O (zero) a 9 (nove), ou seja com os algarismos 0,1,2,3,4,5,6,7,8 € 9.

Aqui abrimos um parenteses explicando o método de como passar qualquer nimero inteiro
positivo N em base dez para base dois, bindrio, s6 precisamos utilizar a divisdo euclidiana,
também chamada de divisdo com restos. O procedimento inicial € dividir /V por 2, usando a
divisdo euclidiana, mais precisamente o Algoritmo da Divisdo de nimeros inteiros [9)]. Assim,
obtemos um quociente gy € um resto g, com 0 < rg < le

N:2'qD+’I"Q.

Se qo = 0, entdo terminamos e /N escrito em bindrio é . Caso ¢y # 0, o proximo passo é
dividir gy por 2, obtendo um quociente ¢; e resto 1,

Go=2-q¢+r, 0<r <1

Repetimos este processo até obter um quociente g;, = 0, quando isto ocorre, temos que 0 nimero
N escrito em bindrio €

TR k—1Tk—2 . .. T9T17T0. (D)

Para fazer o caminho inverso, passar um nimero bindrio como em (] para base dez, basta

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 5/
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fazermos a seguinte operagao,

Tk-2k+rk_1-2k_1+7"k_2-Qk_2+...+r2-22+r1-21+r0-20.

Exemplo 1. Para escrever o niimero N = 116 em bindrio, efetuamos a sequéncia de divisoes

euclidianas,
116 = 2-58+0 (g =258, 79 =0),
58 = 2-294+0 (g =29, r, =0),
20 = 2- 1441 (=14, = 1),
4 = 2740 (=7 1r3=0),
7T = 23+1 (=3, m=1),
3 = 2-1+1  (g5=1,15=1),
1 = 2-0+1 (g6 =0, r6 = 1).

Logo, N = 116 em bindrio é 1110100. Para retornar o niimero bindrio 1110100 em base dez,
fazemos

1-2041-2°41-2240-2241-2240-2'+0-2° = 116.

Como complementagdo sobre este tema de sistema bindrio e sistema em base dez de
numeracao, sugerimos a dissertacao [/1]].

Voltando a escrita de dados em um QR Code, na regido, onde se tem ou ndo a mdscara
aplicada, se formos escrever o algarismo zero, mantemos a cor do médulo como esta, cor branca
se 0 modulo por padrao for cor branca, cor preta se o modulo por padrdo for cor preta.

No local onde ndo se usa mdscara, na regido da escrita de definicio de um QR Code
(moédulos numerados de 0 a 14 na Fig. [3), se o algarismo a ser escrito for 1, entdo pintamos
0 modulo na cor preta. Ja na regido dos dados, onde se tem mascara (regido de médulos sem
numeragdo e cinza escuro na Fig. [2), se o algarismo a ser escrito for 1, fazemos uma inversao
na cor do médulo: se o mddulo estiver na cor branca, pintamos na cor preta; se o moédulo estiver
na cor preta, pintamos na cor branca.

A sequéncia de escrita dos dados na regido de definicdo de um QR Code, os médulos nu-
meradas de 0 a 14 na Fig. |3 segue-se a sequéncia de nimeros ja escrita, partindo do zero e
finalizando no 14.

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 6 /21]
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Figura 4: Na imagem (A), as setas vermelhas indicam o preenchimento dos dados
em blocos de médulos de largura 2. Imagem (B) indica o preenchimento nos blocos
de médulos de largura 2 quando a seta vermelha estd subindo. Imagem (C) indica
o preenchimento nos blocos de médulos de largura 2 quando a seta vermelha esta
descendo.

Inicio

(B) (©)

Fonte: Autoria prépria.

Na regido dos dados (regido de médulos sem numeracao e nas cores cinza escuro na Fig. [2)),
a escrita segue um padrdo de zigue-zague, alternando de baixo para cima, e de cima para baixo,
conforme as setas e as barras nas cores vermelhas da Fig. [(A), iniciando na inscrigdo Inicio,
e finalizando na inscri¢do Fim. O preenchimento nos blocos de modulo de largura dois, segue
o padrdo exibido na Fig. 4{B) quando a escrita € de baixo para cima, e o padrdo da Fig. f{C)
quando a escrita € de cima para baixo [ 1, [2, 4, §]|.

2.2 Definicao de um QR Code

Vimos que tem duas regides de moédulos no QR Code onde se deve escrever as definicoes
escolhidas quanto a modelo, versao, tipo de méscara e tipo de cédigo corretor de erro (médulos
numerados de 0 a 14 na Fig. [3). Escrevemos um mesmo nimero em bindrio pré determinado,
com 15 digitos, nestas duas regides. Para criacdo do nosso QR Code, j4 ficou acertado que nos
mantemos no modelo 1, versdo 1, e usamos a mascara do tipo 0 (zero), resta definir o tipo de
codigo corretor de erro.

O cddigo corretor de erro utilizado nos QR Codes € o de Reed-Solomon (Reed-Solomon
error correction), esse assunto é abordado com minuciosidade na se¢ao[d] Existem quatro niveis
de correcao de erro: L, M, Q, H. Optamos pelo nivel H. Portanto, com estas configuracoes,
seguindo uma tabela pré determinada, devemos preencher na sequéncia de 0 a 14 apresentada
na Fig. [3| o nimero bindrio 001011010001001. A geragdo deste nimero segue um padrao
técnico e informacgdes mais detalhadas sobre como gerar este nimero binario sdo encontradas
na secdo Format and Version Information da pagina [8]].

Seguindo o padrao descrito na se¢ao|2.1|e a sequéncia dada pelos nimeros de 0 a 14 na Fig.
o preenchimento se d4 pela Tabela|l| onde Posicao se refere ao médulo com numeracao na
Fig. [3| Digito se refere ao digito do nimero binario 001011010001001, que representa nossas

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 7/
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escolhas quanto a modelo, versao, tipo de mascara e tipo de codigo corretor de erro, e Cor se
refere a cor a ser pintada no médulo com B representando a cor branca, e P representando a cor
preta.

Tabela 1: Forma de preenchimento dos digitos do nimero bindrio 001011010001001 nos
modulos destacados com os nimeros de 0 a 14 na Fig. Na Posicao n (n €
{0,1,2,...,13,14}) se o Digito for 0 (zero) o médulo é pintado na cor branca (B), e se o
Digito for 1 (um) o médulo € pintado na cor preta (P).

Posicako 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Digito 0 0 1 0 1 1 0 I 0 O O 1 O O 1
Cor B B PBPPBPBB B P B B P
Fonte: Autoria propria.

Ap6s esta escrita da definicao das caracteristica do nosso QR Code, sua estrutura fica con-
forme ilustrado na Fig. [5

Figura 5: QR Code preenchido com o nimero bindrio 001011010001001 na regido
onde se define suas caracteristicas quanto a modelo, versdo, mdscara, e tipo de codigo
corretor de erro.

Fonte: Autoria prépria.

2.3 Modo de dados e tamanho dos dados

Assim como na criptografia, em que se deve escolher um alfabeto na codificacdo das mensagens,
isto € a escolha dos caracteres permitidos na escrita das mensagens, o mesmo € feito em um QR
Code, porém com a escolha de caracteres limitada a cinco op¢des de modos. Esta escolha de
alfabeto € a primeira etapa na escrita dos dados na regido onde sio escritos os dados a serem
codificados (na Fig. [2|é a regido de modulos sem numeracao, pintados na cor cinza escuro). Em
outras palavras, a primeira mensagem a ser escrita é descrever qual modo de alfabeto estamos
utilizando.

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 8 /
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Modo numérico, escrita de nimeros utilizando os algarismos de 0 a 9. Neste caso, deve-se
escrever o numero binario 0001.

Modo alfanumérico, os caracteres seguem o padrao alfanumérico de codificacdo e aceita
as letras de A a Z (apenas em maiudsculos), algarismos de 0 a 9, além de alguns caracteres
especiais [[1]]. Neste caso, deve-se escrever o nimero binério 0010.

Modo byte, onde os caracteres seguem uma codificagdo padrdao em byte. Neste caso,
deve-se escrever o nimero binario 0100.

Modo kanji, que € o sistema de escrita do idioma japones. Neste caso, deve-se escrever o
nimero binario 1000.

Modo Extended Channel Interpretation (ECI), ndo iremos tratar deste caso, ele s € elen-
cado aqui. Porém, se for feita a escolha do modo ECI, deve-se escrever o nimero binario
1111.

ApOs a escrita do modo de alfabeto utilizado, descreve-se o tamanho da mensagem em

numero bindrio. Como optamos por fazer um QR Code modelo 1, versao 1, com cddigo corretor

do tipo H, existe uma limitacdo na quantidade de caracteres da mensagem para cada tipo de

modo:

até 17 caracteres no modo numérico, ou seja, um namero na base dez, escrito com até 17
digitos;

até 10 caracteres no modo alfanumérico;
até 7 caracteres no modo byte;

até 4 caracteres no modo kanji.

No caso, escolhemos o modo de escrita em byte, logo escrevemos o nimero binario 0100

no espaco de dados, justamente ocupando o bloco 2 x 2 de mddulos posicionado na inscri¢ao

Inicio

na Fig. B{A). Na Fig. [6(A) temos o bloco 2 x 2 em branco, com a mascara 0 (zero), e na

Fig. [6[B) o bloco 2 x 2 escrito com o nimero bindrio 0100 conforme a explicagdo da se¢ao[2.1

Na sequéncia, escrevemos o tamanho da mensagem codificada no QR Code, a titulo de

exemplo, escrevemos a mensagem “Calculo”, que possui 7 (sete) caracteres no modo byte.

Logo,

escrevemos em bindrio o ndmero 7 utilizando oito digitos. A depender do modo de

escrita e do modelo e versdao do QR Code, a quantidade de digitos no ndimero bindrio para

informar o tamanho da mensagem muda (veja mais detalhes em [_8] secao Data Encoding, Step

4: Add the Character Count Indicator). O nimero 7 em binario € 111, e usando oito digitos fica

00000

111. Portanto, nos préoximos oito mddulos, logo em seguida de onde escrevemos o modo

de caracteres, escrevemos 00000111. Na Fig. @C) temos os oito médulos em branco, e na Fig.

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 9 /21]
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[(D) temos os oito médulos com o nimero bindrio 00000111 escrito, seguindo a metodologia
dada na secao|2.1

Figura 6: Imagem (A), sequéncia de quatro médulos com mdscara zero sem nada
escrito. Imagem (B), sequéncia de quatro médulos com mdscara zero, com 0 nimero
binario 0100 escrito. Imagem (C), sequéncia de oito mdédulos com mdscara zero,
sem nada escrito. Imagem (D), sequéncia de oito médulos com madscara zero, com o
numero binario 00000111 escrito.

1oL -

(A) (B) ©) D)

Fonte: Autoria prépria.

2.4 Escrevendo a mensagem

Como escolhemos o modo byte, escrevemos a mensagem “Calculo” utilizando uma tabela AS-
CII, onde cada caractere possui uma associacdo com um nimero bindrio de oito digitos, ou seja
um byte. A tabela ASCII completa pode ser vista em [[10]. Terminando de escrever a mensa-
gem, deve-se encerrar com uma sequéncia de quatro zeros, 0000. Logo, a mensagem “Calculo”
em byte fica na forma

01000011 01100001 0110110001100011011101010110110001101111 0000. 2)
—_—

C a 1 c u 1 o

No QR Code, logo apds o nimero bindrio de oito digitos informando o tamanho da mensagem,
escrevemos a mensagem dada em (2)).

Caso a mensagem tenha menos de sete caracteres, adicione caracteres de forma a completar
os sete caracteres. Por exemplo, a mensagem “Sim!” possui quatro caracteres, entdo adiciona-

b

mos trés pontos “...” ao final, obtendo “Sim!...” com sete caracteres.

Apos esta etapa inicial, de estruturacdo do QR Code escrevendo definicoes do QR Code
(vide se¢ao[2.2), escolha do modo de mensagem (modo byte), tamanho da mensagem (mensa-
gem com sete caracteres em byte), e a mensagem em si (“Calculo”), o QR Code fica conforme
exibido na Fig. [/ Feito isso, passamos a proxima etapa que é a do codigo corretor de erro, mas
antes tratamos do assunto de corpos finitos.
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Figura 7: QR Code definido, com a escrita do tipo de modo (modo byte), tamanho da
mensagem (sete caracteres), € a escrita da mensagem “Calculo”, restando preencher o
cddigo corretor de erro.

Fonte: Autoria prépria.

3 Corpos Finitos

Nesta secdo, explicamos sobre a teoria de corpos finitos, o necessario do que € utilizado no
codigo corretor de erro em um QR Code.

Em linhas gerais, um corpo /K € um conjunto fechado com duas operagdes, usualmente as
operagdes de soma e produto [9]. Os racionais, Q, ¢ um corpo com as operag¢des usuais de soma
e multiplica¢do, o0 mesmo ocorre com os reais, R.

Um corpo finito € um conjunto /' que € corpo, porém com uma quantidade finita de elemen-
tos. Todo corpo finito tem quantidade de elementos p", onde p € um nimero primo, e n € Z7
[11]. Um corpo finito com exatamente p elementos € isomorfo a Z,, conjunto das classes de
equivaléncia de congruéncia médulo p [9]. Em particular, Z, = {0, 1} é um corpo e valem as
operagoes,

0+0=0, 0+1=1, 1+1=0, 0-0=0, 0-1=0, 1-1=1.

Um corpo finito com p" elementos é denotado por GF'(p"), onde a sigla GF significa Ga-
lois Field, em uma traducdo livre “corpo de Galois”, em homenagem ao matemético francés
Evariste Galois (1811-1832) [12]. Esta mesma terminologia com GF também ¢ aplicada aos
corpos finitos com p elementos, ou seja GF(p) ~ Z,, onde o simbolo ~ denota que existe um
isomorfismo entre os corpos [9].

De um modo geral, vale o seguinte isomorfismo

T Z L *
GF(p") ~ % (neZ),
onde Z,[z] é o anel de polidmios na varidvel = com coeficientes em Z,,, f(x) é um polindmio
irredutivel de grau n em Z,[z|, e < f(z) > representa o ideal gerado por f(z) em Z,[z| [11].
Logo, qualquer elemento de G F'(p™) pode ser visto como um polindmio em Z,[z] médulo um
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polindmio irredutivel f(x) de grau n [11]. A depender da escolha deste polindmio irredutivel,
a menos de isomorfismo, temos 0 mesmo corpo, ou seja, se f(x) e g(z) sdo polindmios irre-
dutiveis em Z,[x], distintos, de grau n, entdo

o Lylr] | Zy[a]
S <fl@)> <glx)>

GF(p")

Dado n € Z , sempre é possivel obter um polindmio irredutivel de grau n em Z,[z] [11].

Sejam w(x) e g(x) dois elementos em GF(p"), a soma entre w(z) e ¢(x) denotada por
w(z) + q(z) funciona como soma usual de polindmios, lembrando que seus coeficientes estio
em Z,. Quanto ao produto entre w(x) e g(x), escrito como w(x) - ¢(x), também funciona de
forma usual como um produto de polindmios, atentando, mais uma vez, ao fato de que seus
coeficientes estdo em Z,. Caso o grau de um polindmio h(z) em GF(p") seja igual ou exceda o
grau n do polinémio irredutivel f(z), deve-se efetuar a divisdo de h(x) por f(z), e usar o resto
da divisdo para representar h(z) em GF(p").

Existem, ao menos, mais duas formas de lidar com os elementos de GF'(p™) [11,|12]]. Uma
delas ¢ através de um elemento chamado de elemento primitivo b € GF(p"), tal que qualquer
elemento d # 0 de GF(p™) é uma poténcia de b, isto é, d = b* para algum k inteiro positivo. A
outra forma € através de matrizes. N@o iremos tratar destas outras formas aqui.

No cédigo corretor de erro de Reed-Solomon, para o caso de QR Codes, s6 vamos necessitar
trabalhar com o corpo finito composto por 256 elementos, GF(256) = GF(2®). Para este caso
especifico, utilizamos o polindmio irredutivel f(z) = 2%+ 2* + 23 + 22 + 1 [[12,13]], definindo

assim o corpo
Zg [I]

<+t 4+a3+2+1>

Além disso, adotamos a seguinte representagdo dos elementos em G F'(256), dado

GF(256) ~

N €40,1,2,...,254,255},
COM 7776757473721 7 @ representacao em bindrio de [V, entdo
7 6 5 4 3 2
rex’ 4 rex” + 5’ + raxt 4 r3x’ 4+ rox® + rix + 1o € GF(256).

Isto é, podemos pensar os elementos de G'F'(256) como os nimeros inteiros de 0 a 255, e quando
for necessario efetuar uma operacao de soma ou produto entre eles, utilizamos a representagao
de polindmio por meio de sua representacao em bindrio.

Exemplo 2. Escrevemos as representacdes em bindrio, com oito digitos, dos niimeros 64 e 198,
respectivamente,
01000000 e 11000110,
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entdo 64 é representado pelo polinomio
02" + 12° + 02° + 02 + 02® + 02 + 0z! + 0 = af, 3)
e 198 é representado pelo polinémio
1" +12% 4+ 02° + 02* + 02® + 12° + 12t + 0=2" + 2% + 27 + 2. 4)

A soma e o produto entre os elementos 64 e 198 em GF'(256) é feita utilizando suas
representagoes polinomiais dadas, respectivamente, em e (@), levando em conta que seus

coeficientes estdo em Zy. Assim, a soma 64 + 198 em G F(256) fica igual a
"+ T,

com a equivaléncia com o niimero bindrio 10000110, que na base dez é o niimero 134. Portanto,
64 4+ 198 = 134 em GF(256).
Quanto ao produto entre 64 e 198 em G F(256), obtemos

WS+ 28+ +a) =2+ 22 a8 g

Sendo o grau do polindmio resultante maior ou igual a oito, logo devemos efetuar a divisdo
em Zs|x] pelo polindmio irredutivel 8 + x* + 2* + 2% + 1, e usar o resto da divisdo para
sua representacdo em GF(256). Obtemos como resto da divisdo de v'* + x? + 28 + 27 por
2% + 2t + 2% + 2% + 1, 0 polindmio x7 + x° + z* + 2% + = + 1, que tem equivaléncia com
o numero bindrio 11010111, sendo o niimero 215 em base dez. Portanto, 64 - 198 = 215 em
GF(256).

Observamos que, se em vez do polindémio irredutivel f(x) = 28 + z* + 23 + 22 + 1, for
utilizado outro polindmio irredutivel em Zs (x|, por exemplo g(z) = 2® + a* + 23 + 2+ 1 [12]],
entdo apesar de

Ly|7) - ZLs[z]

GF(256) ~ ~ ,
(256) <3+ rt4+a3+224+1> <8+t +34+2+1>

Zsx]
<:v8+x4—i2-x3+$+1>
representacdo em base dez tem uma configuracdo diferente. Por exemplo, 64 - 198 = 125

utilizando a

as operagdes de produto entre elementos de GF(256) =~

em GF(256) ~ = +x42j£§ 11> Por isso, é importante fixar o polindmio irredutivel utilizado

em todas as operagoes.

Observacao 2. A operacdo de soma em GF(2") ndo depende da escolha do polindmio irre-
dutivel, além disso o inverso aditivo de qualquer elemento w(x) em GF(2") é ele mesmo, ou
seja w(x) + w(z) = 0.

Uma maneira de gerar todos os elementos de GF'(2") e observar a diferenga na escolha do
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polindmio irredutivel de grau n, é pegar os elementos 0, 1, x, e para gerar os demais elementos,
utilizar poténcias de . Quando o grau desta poténcia de x for maior ou igual a n, efetuar a
divisdo pelo polindmio irredutivel escolhido.

Exemplo 3. Para GF(23) = GF(8), os polindmios x> + x> + 1 e x® + x + 1 sdo irredutiveis
de grau 3 em Zs|x], entdo

ZQ[QZ] ZQ[.Z’]
GF(8) ~ ~ .
(8) <x3+24+1> <23+z+1>

Na construgdo dos elementos de GF(8) com cada polindmio irredutivel, a Tabela[2lmostra esta
diferenca, onde na coluna do meio temos os elementos 0,1, x e as poténcias de x, na coluna
mais & esquerda os elementos obtidos a partir da divisdo pelo polinémio irredutivel x® + x> +1

e na coluna mais a direita os elementos obtidos a partir da divisdo pelo polinémio irredutivel
¥ +a+ 1

Tabela 2: Elementos de GF(8) obtidos por meio do polindmio irredutivel z° 4+ 2%+ 1 na coluna
mais a esquerda, e elementos de G'F'(8) obtidos por meio do polindmio irredutivel 23 + z + 1
na coluna mais a direita.

ZQ{.’L’] ZQ[SL’]
<x34+2i+1> <z3+zr+1>
0 0 0
1 1 1
x x x
x? x? x?
241 3 x+1
2?+r+1 x? 2+
r+1 x° ?+x+1
2+ x5 2 +1

Fonte: Autoria propria.

Olhando a Tabela por um lado temos x - 1* = 2> + 1 em GF(8) ~ ol por outro

x3+x2+1>"
lado x - 12 = 4+ 1 em GF(8) ~ —22lol__ ) ”
- T <adtz+l>T

Observacao 3. Trabalhando com QR Code, para efetuar as operagcdes em GF(256) é obri-
gatorio o uso do polinémio irredutivel em Zs|z] dado por f(z) = 2® + x* + 23 + 2* + 1, ou

seja, consideramos
L]

S+t ad+a2+1
O motivo de fixar esta escolha de polinomio irredutivel se deve ao fato desse polindomio ser

GF(256) ~

o0 padrdo na implementacdo computacional de GF(256) [|I4, |8]. Portanto, daqui por diante,
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todas as operagées feitas em G F(256) utilizam o polindmio irredutivel em Zs|x| definido por
fl)=a®+ 2 + 23+ 22 + 1

3.1 Trabalhando com G'F'(256) computacionalmente

Nesta subseg¢do, explicamos como se trabalha com G F(256) de maneira computacional (veja
[8], se¢do Error Correction Coding, ou [14]). Os elementos de GF'(256) sdao vistos como
nimeros de 0 a 255. Para somar dois elementos N; e Ny de GF'(256), escrevemos cada um
em forma bindria e somamos utilizando a operacdo de XOR (“ou exclusivo™), denotada por 5,
satisfazendo para cada digito em bindario

0p0=0, 0l=1 1d1=0.

Por exemplo, somando 64 com 198, escrevemos a representacdo bindria de cada um, respecti-
vamente, 01000000 e 11000110. Somamos usando a operacao de XOR,

01000000 & 11000110 = 10000110,

e 10000110 é o niimero 134 em base dez. Logo, 64 + 198 = 134 em GF(256). Equivalente a
operac¢do de soma explicado no Exemplo

Para fazer o produto entre dois nimeros de GF'(256), escrevemos cada elemento de 1 a 255
de GF(256) como uma poténcia de 2, criando uma tabela

=1 21=2 22=4 22=8, 2'=16, 2°=32, 2°=64, 27 =128,

como 28 = 256 e 256 ¢ GF(256), neste caso escrevemos 256 em bindrio, 100000000, e
somamos usando a opera¢do de XOR com o ndmero 285 em bindrio, 100011101,

100000000 & 100011101 = 000011101,

e 000011101 em base dez é 29, logo 2° = 29 em G F'(256). Continuando, 2° = 228 = 2.29 =
58 em GF(256), 219 =2.29 = 2.58 = 116 em GF(256), 2!! = 2.210 = 2.116 = 232 em
GF(256),2'2 =2.21 =2.232 = 464 e 464 ¢ GF(256), repetimos o procedimento feito em
28, transformamos 464 em binario, e somamos usando a operagdo de XOR com 285, também
em bindrio,
111010000 & 100011101 = 011001101,

e 011001101 € 205 em base dez, logo 212 = 205 em G F(256). Continuamos este procedimento,
para as demais potencias, 2'3, 214 ... 2254 até chegar a 22°° = 1 em G'F'(256), cobrindo todos
os elementos nao nulos de G F'(256). Com esta tabela de potencias de 2, representando cada ele-
mento ndo nulo de GF(256), para fazer o produto, por exemplo, entre 116 e 205 em G F'(256),
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procuramos na tabela a representagdo em potencia de 2 de cada nimero em G F'(256), e fazemos
116 - 205 = 20 212 = 210412 = 922 — 934

Caso obtenha uma potencia 2k com k > 255, fazemos a divisdo euclidiana de k por 255,
obtendo k = 255 - g+ r,com 0 < r < 255, assim

2k = 9255 atr = (2255>q 2 =17.2" =12

Em [8], secdo QR Code Log Antilog Table for Galois Field 256, existe uma tabela com todas as
poténcias de 2 em G F'(256).

Observacao 4. No caso em que os niimeros 256,464 ¢ GF(256) e foi necessdrio transformd-
los em bindrio para fazer a soma usando XOR com o niimero 285 em bindrio, isto equivale a
executar o que foi exposto no inicio desta secdo 3] Seguindo a explicagdo da primeira parte
desta secdo |3} para o niimero 256 que em bindrio é 100000000 equivalente ao polinémio x%,
e 285 em bindrio é 100011101 equivalente ao polinémio x8 + x* + x® + 2? + 1. Fazendo a
divisdo de 28 por 28 + x* + 23 + 2% + 1, obtemos o resto x4+ 23 + 22+ 1, associando a bindrio
com 11101 que equivale ao niimero 29 em base dez. Sendo mais direto, para o niimero 464,
associamos com o polindmio 18 +x" + 2% + x4 e dividimos pelo polindmio 8+ x* + 23 + 22+ 1,
obtendo o resto x7 + 2% + 23 + 22 + 1, que equivale ao niimero em base dez 205. Em resumo,
quando o nimero N inteiro positivo ndo estd em GF(256), transformar em bindrio e somar
usando a operagdo de XOR com 285 em bindrio, equivale a usar a representagdo polinomial
de N em GF(256) ~ <x8+a:4+Zx23+ac2+1>

Jjustifica o que foi dito na Observagao 3]

conforme explicado na primeira parte da secdo 3| Isso

4 Cédigo corretor de erro

Mencionamos anteriormente que o codigo corretor de erro utilizado em um QR Code € o de
Reed-Solomon, que funciona da seguinte forma [13]]: dada uma quantidade de dados, em um
QR Code temos os dados do método de escrita da mensagem, byte, a quantidade de caracteres
utilizada, sete caracteres, e a mensagem armazenada “Calculo”, entdo adicionamos mais alguns
dados extras, justamente o cddigo corretor de erros, de forma que caso uma parte da mensagem
seja corrompida, ainda seja possivel recuperar parte dela.

Os quatro niveis de corre¢do do codigo corretor de Reed-Solomon garante a quantidade
maxima de dados a serem recuperados, nivel L recupera até 7% de dados, nivel M até 15%,
nivel Q até 25% e nivel H até 30%. Nao entramos nos pormenores sobre o funcionamento do
codigo corretor de erro de Reed-Solomon, nos restringimos a explicar como funciona a escrita
dos dados deste codigo em um QR Code. No artigo [|6] a parte tedrica sobre codigo corretores
de erro de Reed-Solomon € tratada com mais detalhes.

Em um QR Code, a partir dos dados escritos, criamos um poliémio M (X)) em
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GF(256)[X], utilizamos um polinémio G(X ) em G F'(256)[X] chamado de polindmio gerador,
e efetuamos a divisdo de M (X) por G(X ) em GF(256)[X], os coeficientes do polindmio obtido

como resto nesta divisdo, R(X), sdo os dados do c6digo corretor de erro a ser escrito no restante
do QR Code.

No QR Code que estamos escrevendo, até o momento temos escrito na sua parte de da-
dos o tipo de codificacdo da mensgem, byte, dado pelo nimero bindrio 0100, a quantidade de
caracteres da mensagem, sete caracteres, em bindario 00000111, e a mensagem “Calculo” finali-
zada com a sequéncia em bindrio 0000, dada pela equag@o (2). Juntamos todos estes dados em
binario,

010000000111010000110110000101101100011000110111010101101100011011110000. (5)

Dividimos o ndmero em bindrio em (3) em blocos de oito digitos,

01000000 01110100 00110110
00010110 11000110 00110111 6)
01010110 11000110 11110000.

Cada bloco de oito digitos em (6)) é um elemento em G F'(256), sdo eles, respectivamente,
64, 116, 54, 22, 198, 55, 86, 198, 240.
Estes niimeros sdo os coeficientes do polindmio M (X) € GF(256)[X] definido por

M(X) =64X% 4+ 116 X7 + 54X° + 22X° + 198X* 4 55X3 4 86X? 4 198X +240. (7)

Para o nosso caso, de um QR Code modelo 1, versdo 1, com uma mensagem de sete carac-
teres escrita em byte, e usando o nivel H no cédigo corretor de erro, o polindmio gerador G/(X)
€ sempre 0 mesmo, e € definido por

GX)=J[X+2 = (X +2°)(X +2")(X +2°) ... (X +2")(X +2)(X +2'). (8

Mais detalhes sobre como obter o polindmio G(X ') pode ser visto em [§8]], na secdo Error Cor-
rection Coding, Step 7: Understanding The Generator Polynomial.

Expandimos a expressdo de G(X) em (8] no corpo GF'(256)[X],

G(X) = X4+ 119X +66X" +83X™ + 120X " + 119X
+22X1 + 197X 4+ 83X° + 249X + 41 X7 + 143X° 9)
+134X° +85X* +53X> +125X2 + 99X + 79.
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Portanto, sempre que for criar um QR Code modelo 1, versdao 1, com uma mensagem de sete
caracteres escrita em byte, e usando o nivel H no cdédigo corretor de erro, o polindmio gerador
G(X) a ser usado é este dado em (9).

Para fazer o processo de divisdo de M (X) por G(X), antes devemos multiplicar M (X') em
pelo mondmio X7, onde 17 € o grau de G(X) em (), obtendo, entdo, a versdo final de
M(X),

M(X) = 64X +116 X% +54 X3 +22X% 1 198 X2 + 55 X% 4+ 86X + 198 X8 +240X "7,

(10)

Efetuamos a divisdo em GF'(256)[X] de M (X) em (10) por G(X) em (9), obtendo o quo-
ciente Q(X) e resto R(X) tais que

M(X) = Q(X) - G(X) + R(X),
onde

Q(X) = 64X®+248X7 +8X0 +241X° 4 222X* + 88X
+16X? + 101X + 154,

R(X) = 70X 4+95X" +31X" 4+ 143X + 87X "2 + 199X 1
+214X10 + 18XY + 99X® + 133X 7 + 202X° + 234 X7 (11)
+58 X4+ 28X3 + 181 X2 + X +12.

Os coeficientes

70, 95, 31, 143, 87, 199, 214, 18, 99,

(12)
133, 202, 234, 58, 28, 181, 1, 12

Y ?

nesta ordem, do polindmio R(X) em (L), formam o cédigo corretor de erro a ser escrito no
restante do QR Code exibido na Fig. [/l A escrita deve ser em bindrio, portanto, os coeficientes
em (I2) sdo dados, respectivamente, pelos nimeros bindrios de oito digitos,

Byg = 01000110, Bijs = 01011111, By, = 00011111, B3 = 10001111,
By, = 01011111, By; = 11000111, By = 11010110, By = 00010010,
Bs = 01100011, B; = 10000101, Bg = 11001010, Bs = 11101010,
By = 00111010, B; = 00011100, B, = 10110101, B; = 00000001,
By = 00001100.

Escrevemos estes nimeros em bindrio acima na sequéncia Big, B15, B14, - . ., Ba, By, By, no
restante do QR Code da Fig. [7} obtendo, assim, o QR Code dado pela Fig. [§]
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Figura 8: QR Code final, definido com a escrita do tipo de modo (modo byte), tamanho da
mensagem (sete caracteres), mensagem “Calculo” escrita, e com o codigo corretor de erro pre-
enchido.

Fonte: Autoria propria.

A versao final do QR Code modelo 1, versdo 1, com a mensagem “Calculo”, onde € possivel
fazer a leitura com um leitor de QR Code, € exibido na imagem da Fig.

5 Conclusao

Neste artigo, tratamos de todos os requisitos necessarios na elaboracdo de um QR Code modelo
1, versdo 1, onde construimos do inicio ao fim o QR Code funcional exposto na Fig. (1} podendo
ser lido por qualquer aplicativo leitor de QR Code. Apesar desta restricdo de modelo e versao,
os leitores interessados tem toda base para compreensdo de outros modelos e versdes de QR
Codes, visto que a diferenca entre eles sdo detalhes estritamente técnicos. Devido a utilizagao
das teorias de corpos finitos e de cddigos corretores de erros, observamos que QR Codes podem
servir como motiva¢ao no aprofundamento do estudo destas teorias.
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