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Resumo. Neste trabalho serdo consideradas trés singularidades regulares de equacdes diferenciais
fuchsianas, sendo uma delas o infinito, como geradoras de constelagdes de sinais e como vértices
de um poligono hiperbdlico, a fim de estabelecer uma conexdo com a andlise de erros em um ca-
nal discreto sem memoria e em um codigo geometricamente uniforme. O procedimento € baseado
nas seguintes etapas: dados dois pontos complexos e o infinito: (1) considerar esses pontos como
singularidades de uma equacgao diferencial fuchsiana; (2) gerar constelacdes de sinais no plano
complexo a partir das singularidades obtidas; (3) considerar a existéncia de um cédigo perfeito
ou quase perfeito sobre a constelacdo de sinais e sua capacidade de correcdo de erros; (4) anali-
sar essas singularidades como vértices de um tridngulo hiperbdlico para identificar o género da
superficie associada, por meio dos emparelhamentos dos lados desse tridngulo; (5) verificar qual
canal estd associado ao mesmo género, e assim representar os vértices do tridngulo hiperbdlico
como entradas e saidas do canal; (6) analisar o canal associado as palavras-cédigo para verificar
a probabilidade de erro da singularidade transmitida. Por meio dos resultados obtidos, pode-se
concluir que singularidades com a parte real oposta geram cddigos perfeitos e/ou quase perfeitos
com a mesma capacidade de corre¢do de erros. Foi possivel representar as palavras-c6digo como
entradas e saidas de um canal discreto sem memoria, mostrando que a probabilidade de erro, p,
esta relacionada ao niimero de palavras-c6digo sobre a constelacdo. Ao considerar as singularida-
des como vértices de um tridngulo hiperbdlico, foi estabelecida uma conexao com o canal binario
simétrico C5 2, cujas entradas e saidas representam os pares de singularidades opostas em relagdo
ao eixo imagindrio. As conexdes estabelecidas podem ser aplicadas a analise de erros em um
processo de transmissdo de informacao.

Palavras-chave. = Cddigos geometricamente uniformes, equagdes Fuchsianas, canais de
comunicagao.



https://seer.ufu.br/index.php/BEJOM/index
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://doi.org/10.14393/BEJOM-v6-2025-73876
mailto:mariana.gusmao@unifal-mg.edu.br
https://orcid.org/0009-0007-0703-5766
mailto:anderson.oliveira@unifal-mg.edu.br
https://orcid.org/0000-0002-5467-9827
https://mathscinet.ams.org/msc/msc2010.html

)

(1
AV

{

ZOc.mo

GUSMAO, M. G.; DE OLIVEIRA, A. J. 2

SINGULARITIES AS GENERATORS OF SIGNAL CONSTELLATIONS AND
HYPERBOLIC TRIANGLES

Abstract. In this work, three regular singularities of fuchsian differential equations will be con-
sidered, one of them being infinity, as generators of signal constellations and as vertices of a
hyperbolic polygon, in order to establish a connection with error analysis in a discrete memory-
less channel and in a geometrically uniform code. The procedure is based on the following steps:
given two complex points and the infinite: (1) consider these points as singularities of a fuchsian
differential equation; (2) generate constellations of signals on the complex plane from the obtained
singularities; (3) consider the existence of a perfect or quasi-perfect code on the signals constel-
lation and their ability to correct errors; (4) analyze these singularities as vertices of a hyperbolic
triangle to identify the genus of the associated surface, through the pairings of the sides of this
triangle; (5) verify which channel is associated with the same genus, and thus represent the ver-
tices of the hyperbolic triangle as channel inputs and outputs; (6) analyze the channel associated
with the codewords to verify the error probability of the transmitted singularity. Through the re-
sults obtained, it can be concluded that singularities with the opposite real part generate perfect
and/ or quasi-perfect codes with the same ability to correct errors. It was possible to represent
the codewords as inputs and outputs of a discrete memoryless channel, showing that the proba-
bility of error, p, is related to the number of codewords on the constellation. When considering
singularities as vertices of a hyperbolic triangle, a connection was established with the symmetric
binary channel C5 o, whose inputs and outputs represent pairs of opposite singularities relative to
the imaginary axis. The established connections can be applied to error analysis in an information
transmission process.

Keywords. Geometrically uniform codes, Fuchsian equations, communication channels.

SINGULARIDADES COMO GENERADORAS DE CONSTELACIONES DE SIGNOS
Y TRIANGULOS HIPERBOLICOS

Resumen. En este trabajo se consideraran tres singularidades regulares de ecuaciones diferenci-
ales fuchsianas, una de ellas el infinito, como generadores de constelaciones de sefiales y como
vértices de un poligono hiperbdlico, con el fin de establecer una conexién con el anélisis de errores
en un canal discreto sin memoria y en un cédigo geométricamente uniforme. El procedimiento se
basa en los siguientes pasos: dados dos puntos complejos e infinito: (1) considerar estos puntos
como singularidades de una ecuacion diferencial fuchsiana; (2) generar constelaciones de sefiales
en el plano complejo a partir de las singularidades obtenidas; (3) considerar la existencia de un
codigo perfecto o casi perfecto sobre la constelacion de senales y su capacidad de correccion de
errores; (4) analizar estas singularidades como vértices de un tridngulo hiperbdlico para identificar
el género de la superficie asociada, a través de los emparejamientos de los lados de este tridngulo;
(5) comprobar qué canal estd asociado al mismo género, y asi representar los vértices del tridngulo
hiperbélico como entradas y salidas del canal; (6) analizar el canal asociado con las palabras de

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 2 /[20}



)

(1
AV

{

2O c.mo)

B

Singularidades como geradoras de constela¢des de sinais e tridngulos hiperbdlicos 3

codigo para verificar la probabilidad de error de la singularidad transmitida. A través de los resul-
tados obtenidos, se puede concluir que las singularidades con parte real opuesta generan cédigos
perfectos y/o casi perfectos con la misma capacidad de correccidn de errores. Fue posible repre-
sentar las palabras de c6digo como entradas y salidas de un canal discreto sin memoria, mostrando
que la probabilidad de error, p, estd relacionada con el niimero de palabras de c6digo en la cons-
telacidn. Al considerar las singularidades como vértices de un tridngulo hiperbdlico, se establecid
una conexién con el canal binario simétrico C 2, cuyas entradas y salidas representan los pares
de singularidades opuestas con respecto al eje imaginario. Las conexiones establecidas se pueden
aplicar al anélisis de errores en un proceso de transmisién de informacidn.

Palabras clave. Cddigos geométricamente uniformes, ecuaciones Fucsianas, canales de comuni-
cacion.

1 Introducao

A teoria dos cddigos corretores de erros, da geometria hiperbdlica e das equacgdes diferenci-
ais fuchsianas sdo areas em franca expansio e seu estudo permite diversas possibilidades de
aplicag@o, como no processo de transmissdo da informagdo em sistemas de comunicagao.

O estudo dos cddigos corretores de erros teve sua origem na teoria da informagao introdu-
zida por Shannon, conhecido como o “pai da Teoria da Informacgado e Codificagdo 7, em 1948,
no trabalho [1], “A Mathematical Theory of Communication”, cujo principal objetivo € trans-
mitir e armazenar dados de maneira confidvel, de modo que ao recuperar uma informagao, seja
possivel detectar e corrigir erros.

Em [2]], Forney estuda uma classe de c6digos denominada “Cddigos Geometricamente Uni-
formes”, em que o processo de decodificagdo envolve regides de decisdo, ou a chamada regido
de Voronoi de um ponto P da constelagcdo de sinais, em um determinado espaco métrico, con-
siste do conjunto de pontos deste espago que estdo mais proximos de P (na métrica do espaco)
do que de qualquer outro ponto da constelagdo. Em um cédigo geometricamente uniforme, to-
das as regioes de Voronoi sdo congruentes, € a decodificacao € feita com o auxilio de isometrias
aplicadas a uma regido de Voronoi conhecida sobre a constelacdo de sinais.

Em [3], Martinez, C., Beivide, R., Gabidulin, E., propuseram uma subclasse dos cddigos
geometricamente uniformes, chamada de cédigos perfeitos, construidos sobre anéis quociente
de inteiros Gaussianos. Sendo assim, pontos complexos geram as constelacdes de sinais e o
codigo. Uma generalizacdo dos cédigos perfeitos derivados de anéis quocientes de inteiros
Gaussianos e de inteiros de Einsenstein-Jacobi, chamados de os codigos quase perfeitos, € re-
alizada em [4]]. Os codigos quase perfeitos, além de preservarem as propriedades dos codigos
geometricamente uniformes, sdo capazes de corrigir mais padroes de erro do que os codigos
perfeitos.

Um outro importante tépico mencionado no inicio desta secdo € relacionado as equagdes
diferenciais fuchsianas. O estudo dessas equacdes despertou grande interesse na Matematica
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na segunda metade do século XIX e inicio do século XX, proporcionando um grande desen-
volvimento na teoria das funcOes de varidveis complexas. Uma equacgdo diferencial linear ho-
mogénea de ordem n € dita ser uma equacao fuchsiana se possuir um niimero finito de pontos
singulares, todos regulares.

Segundo Vaz Jr. 5], o estudo de equacdes diferenciais fuchsianas € justificado pois varias
equagdes importantes, algumas das quais de segunda ordem, sdo equacdes fuchsianas. Além
disso, o fato de considerar o plano complexo estendido, e ndo apenas o plano complexo, facilita
o estudo dessas equacdes e permite apresentar resultados importantes.

As equacdes fuchsianas possuem algumas propriedades de transformacdo que facilitam
sua andlise. As equacdes hipergeométricas sdo as mais utilizadas em problemas de Fisica-
Matematica, visto que podem ser obtidas a partir das outras equacdes fuchsianas, além de apre-
sentar linearidade homogénea.

Além dos codigos geometricamente uniformes e das equacdes diferenciais fuchsianas, outra
area que serd analisada neste trabalho é a geometria hiperbdlica, um tipo de geometria nao-
euclidiana que satisfaz os quatro primeiros Postulados da geometria proposta por Euclides, mas
nao satisfaz o quinto Postulado. Essa geometria surge entdo da negacdo do quinto postulado de
Euclides. Ao longo dos séculos foram encontrados diversos enunciados equivalentes ao quinto
postulado, sendo o mais popular deles feito por John Playfair (1748 — 1819) que afirma que,
“Em um plano, por um ponto ndo pertencente a uma reta dada, pode ser tracada uma e apenas
uma reta paralela a reta dada”, que ficou conhecido como Postulado das Paralelas.

No final do século XIX, matematicos como Eugenio Beltrami, Henri Poincaré e Felix Klein
criaram modelos euclidianos para essa geometria, garantindo a consisténcia da geometria hi-
perbdlica, pois qualquer eventual contradicdo a ser encontrada implicaria em uma contradi¢ao
existente na geometria euclidiana, ou seja, as geometrias hiperbdlica e euclidiana tem o mesmo
grau de consisténcia, [6].

Este artigo estd organizado da seguinte forma: na Secdo 2, sdo apresentadas as principais
defini¢des, conceitos e resultados envolvendo constelagdes de sinais e codigos geometricamente
uniformes que podem existir sobre essas constelagdes; alguns conceitos basicos de geometria
hiperbdlica onde sdo descritos os dois modelos mais utilizados: o semiplano superior e o disco
de Poincaré; além das equacdes diferenciais fuchsianas. Na Secdo 3, sdo apresentados os re-
sultados obtidos nesta pesquisa, com as conexdes estabelecidas entre as equagdes diferenci-
ais fuchsianas, a geometria hiperbdlica e os codigos geometricamente uniformes, por meio de
exemplos. Finalmente, na Secdo 4, sdo apresentadas as consideracdes finais.

2 Preliminares

Nesta secdo serdo apresentados os conceitos tedricos fundamentais para a construcido deste
trabalho. As principais referéncias utilizadas foram [3[], [4], [S], [7] e [8].
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2.1 Equacoes Diferenciais Fuchsianas

Segundo Vaz Jr. [5]], uma equacdo diferencial ordindria (EDO) fuchsiana de segunda ordem
com 7 pontos singulares € da forma:

y'(2) +p(2)y'(2) + q(2)y(2) = 0, (D)

onde y”(z) e y'(z) correspondem as derivadas de segunda e primeira ordem de y em z, respec-
tivamente, sendo:

p(Z)ZZ_§1 te +ﬁ?
B o B, Cy
1(2) (2_51)2—'_2_51—1—”'—'_(Z_gn)z—i_z_gn’

em que:

A+ + A, =2,

Ci+---+C, =0,

(By+ -+ By) + (&C1 + -+ + £:.C,) = 0,
(26By + -+ +26,B,,) + (6C + -+ £2C,) = 0.

As equacoes diferenciais fuchsianas possuem como principal caracteristica o fato de todo
ponto singular no plano complexo estendido ser regular. Os pontos singulares sdo aqueles em
que p(z) ou ¢(z) deixam de ser analiticas, ou seja, sdo os pontos que zeram o denominador da
fragdo e um ponto € singular regular se tanto (z — zo)p(z) quanto (z — zp)?q(z) forem analiticas
em 2y, onde 2, € uma singularidade.

As equagdes fuchsianas podem ser classificadas como hipergeométrica, de Tchebychev e de

Legendre, sendo esta ultima quando restrita a trés pontos singulares regulares, sendo um deles
localizado no infinito.

Pode-se representar essa equacdo diferencial fuchsiana, com trés pontos singulares regu-
lares, por meio do simbolo P-Riemann, que representa um conjunto de solucdes da equagao.
Segundo Oliveira [7], o simbolo P-Riemann apresenta os pontos singulares da equacao dife-
rencial fuchsiana e os expoentes da equacdo indicial na singularidade z,, que sdao obtidos por
meio da equacgdo indicial. Ainda de acordo com [7]], se 2y € um ponto singular regular de
y"(2) + p(2)y'(2) + q(2)y(z) = 0, entdo a equagio indicial para esse ponto é:

r(r—1) 4+ por + qo = 0, 2)

onde:
po = lim (z — 20)p(2),

Z—r20
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qo = lim (z — 20)261(2)-

Z—20

As raizes da equacdo indicial sao chamadas expoentes (indices) da equacdo na singularidade 2.
Vaz Jr. [5]] mostra que a Equagdo de Riemann € obtida ao relacionar os coeficientes A; e B;
(2 =1,2,3.) daeq. com os expoentes caracteristicos dos pontos singulares. E importante
destacar que, ao buscar solugdes y(z) = (2 — 29)" Y., an(z — 20)", 0 expoente r satisfaz a
equacdo indicial 2| em que py = a e gy = b.
E possivel reescrever a relacdo dos coeficientes A; + As + A3 = 2, em termos dos expoentes
das singularidades:
at+d +8+8 +v++ =1, 3)

essa equacdo € denominada Condigdo de Riemann, em que os expoentes do simbolo P-Riemann
satisfazem essa equacao.
Desta forma, a Equagdo|1|pode ser reescrita, com:

l—a—o 1-8-8 1—~—+
B +/36+77

p(z)— z—& z—& z—&3 7
o 1 ad' (& — &) (6 — &)
LSl P T S ey E—
n BB (& —&)(& — &) N 7Y (§ — €1)(§3 — &2)
z— & z—& '

Essa equacdo é denominada Equacdo de Riemann, e os expoentes das singularidades dessa
equagao sao apresentados na forma do simbolo P-Riemann,

SERSERS!
=P a B v =z
a/ /8/ ,y/

2.2 Codigos Geometricamente Uniformes

Neste trabalho, os cddigos geometricamente uniformes serdo representados por meio de grafos.
Portanto, inicialmente serdo apresentadas as definicdes de grafo, um c6digo sob o grafo e a
regido de decisdo do codigo.

Para definirmos os grafos apresentados neste artigo sera necessdrio introduzir brevemente o
conjunto dos inteiros de Gauss, Z][i], e o ideal de Z][i] gerado por «, Z][i],.-

Dado o corpo de nimeros K = Q[i] = {a + bi|a,b € Q}, o anel dos inteiros de K ¢é
Z[i]| = {a+ bi|a,b € Z}, chamado anel dos inteiros de Gauss.

A norma de Z][i] é dada pela aplicagdo N : Z[i] — Z., definida como N(a) = « - @, em
que o = a + bt e @ € o conjugado de o, a — bi.

Dado K um corpo de nimeros, Z[i] o anel de inteiros de K e [a] o ideal de Z][i] gerado por

Z[i]

@, 0 anel quociente Tol” denotado por Z[i],, possui N(a) = a? + b? elementos.
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Defini¢ao 1. Um grafo gerado por o, com o # 0 € Zli], é denotado por G, = (V, A), onde:
» V = Zli] € 0 conjunto de vértices e;

* A= {(n1) € VxV|Dynr1)= 1}, é o conjunto de arestas, em que D,(n,T) =
min{|x| + |y|}, tal que T —n = x + yi (mod «).

Dado um grafo G, com conjunto de vértices V' e distancia D,, um cédigo em G, € um
subconjunto ndo vazio C de G,.

A regido de Voronoi, ou regido de decisdo, V,, com n € C € o subconjunto formado pe-
los elementos de V' para os quais 1 é o ponto mais proximo em C, ou seja, V,, = {7 €
V| Do(n,7) = Du(n,C)}. O raio de cobertura, t = maz{D,(n,C)}, é o menor nimero
t tal que as bolas de raio t, centradas nos pontos do cdédigo C, dadas por B;(n) = {7 €
V| Duo(n,7) <t} cobrem V.

Definicao 2. Um conjunto de sinais S definido sobre um espagco métrico (M, d) é um cédigo
geometricamente uniforme se, dados s, e sy em S, existe uma isometria us, s, que transforma
s1 em sy mantendo S invariante, ou seja,

Us, 5, (51) = 82, U, 5, (5) = 5. 4)

Assim, S é geometricamente uniforme se a a¢ao do grupo de simetrias I'(.S) de S € transi-
tiva. Se .S for finito, dizemos que S é uma constelagio uniforme, se S for infinito dizemos que
S € um arranjo regular. Uma constela¢do uniforme no espaco euclidiano € um cédigo linear.

Para realizar a decodificacdo em c6digos geometricamente uniformes, nao € necessario sa-
ber a regido de decisdo de cada palavra-codigo, basta saber a regido associada a uma dessas
palavras-codigo e, por meio da translacdo da regido dada, as demais palavras-codigo sdo deter-
minadas, sendo estas os baricentros das regioes.

2.2.1 Codigos Perfeitos

Um cdédigo C é chamado perfeito se as bolas de raio ¢ centradas nas palavras-cédigo de C
particionam o conjunto de pontos V', ou seja, € um codigo que corrige todos os padrdes com até
t erros e nenhum padrdo com ¢ 4 1 erros ou mais. Assim, ao receber um ponto da constelagao
de sinal que estd dentro de uma bola de raio ¢, pode-se detectd-lo como um erro e corrigi-lo
para o ponto central da bola, que é um ponto do cédigo. O Teorema |1} a seguir, fornece um
procedimento para a obtencao destes conjuntos, no caso do anel dos inteiros de Gauss.

Teorema 1. (/3)]) Dado o # 0 € Zli] e t um inteiro positivo. Temos que:

1. Se p =t + (t + 1)i divide «, entdo o ideal S = () C Zli], forma um cdédigo perfeito
que corrige todos os padrées com até t erros;

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 7/
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2. Se B =t — (t+1)idivide o, entdo o ideal S = () C Zli], forma um cédigo perfeito
que corrige todos os padrdes com até t erros.

Dado B3, a norma N () = 2t% + 2t + 1 resulta no niimero de pontos da regido de Voronoi, a

qual chamamos de esfera de Lee de raio t, onde cada ponto do grafo é um célula da esfera.

A demonstracdo do Teorema|l|pode ser encontrada em [4].

2.2.2 Codigos Quase-Perfeitos

Um cédigo € dito quase-perfeito se é capaz de corrigir todos os padrdes com até ¢ erros e alguns
padrdes com ¢ + 1 erros. Este cdigo cobre a constelacdo de pontos por regides fundamentais
idénticas e mantém as propriedades de um codigo geometricamente uniforme.

Teorema 2. ([4)]) Seja o # 0 € Z[i] e t um inteiro positivo. Temos que:

1. Se = (t—c)+ (t+ (c+1))idivide o, entdo o ideal S = [f] C Z[i], forma um cédigo
quase perfeito que corrige todos os padrées com até t erros e 2c? + 2c padrées com t + 1
erros em G,;

2. SeB=(t—c)— (t+ (c+1))idivide o, entdo o ideal S = [3] C Zl[i], forma um cédigo
quase perfeito que corrige todos os padroes com até t erros e 2c* + 2¢ padroes com t + 1
erros em G,

A demonstra¢@o do Teorema [2[ pode ser encontrada em [4]].
Ao considerar ¢ = 0 é possivel observar que os codigos perfeitos podem ser vistos como
um caso particular dos cédigos quase-perfeitos.

2.3 Geometria Hiperboélica

Neste artigo exploraremos apenas dois modelos para a geometria hiperbdlica, conhecidos como
disco de Poincaré e o semiplano superior. Os modelos exercem para a geometria a mesma
funcdo que um bom atlas exerce para a geografia: apesar de os mapas apresentarem distorcoes,
estas sao quantificaveis e razoavelmente "bem comportadas”, de modo que podemos nos situar
de forma bastante satisfatoria apenas através de nossos mapas. Além disso, de forma analoga
ao que acontece com os distintos mapas de um atlas, modelos distintos distorcem ou preservam
propriedades distintas. Assim, dependendo da propriedade que desejamos estudar, podemos
(tentar) escolher um modelo que preserve tal propriedade ([9]]). Existem ainda outros diversos
modelos, por exemplo o de Klein e o de Minkowsky.

Definicao 3 ([7]). O semiplano superior H é o conjunto de niimeros complexos z com parte
imagindria positiva, isto é, H = {z € C|Im(z) > 0}. O circulo no infinito ou a fronteira de H
é definido como sendo o conjunto OH = {z € C|Im(z) = 0} U {0}, ou seja, OH é o eixo real
junto com o ponto Q.

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 8 /[20}
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Definicao 4 ([7]). O disco D = {z € C||z| < 1} é chamado disco de Poincaré. O circulo

ID = {z € C||z| = 1} é chamado circulo no infinito ou fronteira de D.

Definicdo 5. Sejam a, b, ¢, d € C tais que ad — bc # 0 e C = C U {oo}. Uma transformagéo
de Mobius é uma funcdo ~ : C — C da forma:

az+b
cz+d

1(2) =

Como ad — bc # 0, ¢ e d ndo podem ser ao mesmo tempo nulos. Se ¢ # 0, y(z) estd definida
para todo z tal que z # %, mas se ¢ = 0 temos que d # 0, e v = %er. Assim, a transformacao
~ estd bem definida para todo z € C. As transformagdes de Mobius levam circulos ou retas em
circulos ou retas.

Dado « uma transformacdo de Mobius, pode-se associar a transformacdo de Mobius uma
matriz 2 X 2 dada por:

az+0b a b

fy(z):cz—l—dﬁh]: c d

Ao associar a transformagdo de Mobius a uma matriz normalizada, ou seja, det(y) = 1,

o traco € definido como a norma da soma dos elementos da diagonal principal, ou seja, se

a b

[y] = | edbe adzbe | entdo Tr([y]) = | AL

ad—bc  ad—bc
As transformacdes de Mobius podem ser classificadas, de acordo com o valor do traco da

matriz associada, como:

» transformagdo eliptica, quando Tr([y]) < 2;
» transformacdo parabdlica, quando T'r([y]) = 2;

» transformagcao hiperbdlica, quando 7'r([v]) > 2.

Definicao 6 ([7]). Um grafo G’ é dito mergulhado em uma superficie w quando quaisquer dois
de seus ramos ndo se cruzam, a ndo ser em um vértice. O complemento de G' em w é chamado
de regido. Uma regido homeomorfa (equivaléncia topologica) a um disco aberto é chamada
2-células; se a regido toda é uma 2-células, o mergulho é dito ser um mergulho 2-células.

Definicao 7. Um grafo completo biparticionado com m e n vértices, denotado por K, ,,, é um
grafo consistindo de dois conjuntos distintos de vértices com m e n vértices, onde cada vértice
de um conjunto estd conectado através de arestas a todo vértice do outro conjunto.

O grafo G’ tem um mergulho 2-células em uma superficie de género g, tal que g pertence
ao intervalo g,,in < g < Gmaz, da seguinte forma:

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 9 /[20}
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(i) O género minimo de uma superficie compacta orientada é:

(m—2)(n —2)
4

Gmin(Kmn) = { } , param,n > 2,

em que {a} é o menor inteiro maior ou igual a a.

(i) O género méaximo de uma superficie compacta orientada é:

m— 1)2(n— 1)]

gmaz<Km,n) = |:( param, n > 27

em que [a] é o maior inteiro menor ou igual a a.

2.4 Canais de Comunicacao

Definicao 8. Um canal discreto sem memoria (DMC) é um canal com entradas e saidas dis-
cretas, dadas respectivamente por X e Y. A entrada representa os simbolos transmitidos e a
saida os simbolos recebidos. Para um canal DMC a entrada X assume os valores bindrios
0 e 1, enquanto que a saida Y assume valores inteiros de 0 a M — 1. As probabilidades de
transi¢do sdo dadas por P(Y = y|X = x). As probabilidades de transi¢do devem satisfazer
que > YP(Y = y|X = z) = 1. Além das probabilidades de transi¢do, sdo também conhe-
cidas as probabilidades de transmissdo P(X = z), onde Y X P(X = z) = 1. Este canal é
denominado sem memoria, pois o simbolo transmitido no instante © ndo depende dos simbolos

transmitidos nos instantes anteriores.

Definicao 9. Um canal bindrio simétrico (BSC) possui entradas e saidas que sdo varidveis
bindrias discretas. Trata-se de um caso particular de um canal DMC (canal discreto sem
memoria).

A probabilidade de acerto e erro sdo dadas respectivamente por:
Ply=0lz=0)=Ply=1,x=1)=1-p,

Ply=0lz=1)=Ply=1lz=0)=p.

Esse canal é denominado simétrico, pois as probabilidades de acerto, ou de erro, independem
do simbolo transmitido.

3 Resultados Obtidos

Nesta secao serdo apresentados os resultados obtidos neste trabalho. Trés pontos do plano com-
plexo, dentre eles o infinito, serdo inicialmente vistos como singularidades de uma equagao
diferencial fuchsiana, e posteriormente analisados como geradores de uma constelacdo de si-
nais, a fim de analisar a capacidade de correcdo de erro sobre a constelaciao. Por outro caminho,

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 10 /[20}
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as singularidades serdo vistas como vértices de triangulos hiperbdlicos, nos quais € realizada a
andlise do género associado, obtendo a superficie associada e consequentemente o canal asso-
ciado. Por fim, serd analisada a probabilidade de erro do canal.

3.1 Equacoes Diferenciais Fuchsianas

Considere, por exemplo, os pontos singulares regulares 8 + 9i, —8 + 97 e co. A partir dessas
singularidades pode-se identificar a curva algébrica associada, da seguinte forma, onde a e b
representam as singularidades 8 + 9¢ e —8 + 9¢, respectivamente.

v’ =(2—a)(z—b)=(2—8—9i)(z +8—9i) =
=224+ 82—09iz— 82— 64+ 72 — 9iz — 72 — 81 = 2% — 18iz — 145.

Assim, obtém-se a seguinte equacdo diferencial fuchsiana:

"+ 4 + A +K] ’+{ b +

Y1) T E—(8+9%) MY TG 8+19))2

+ by + < -+ c +K}y=0
(z—(—8+91))  (z—(8+9))  (z—(=8+9))  ° '

Da Segio (2.1I), obtemos o seguinte sistema:

(A 4+ Ay =2
Ci+Cy=0
(B1+ Bs) + ((8+94)Cy + (—8 + 9i)Cs) = 0
| (2(8 +9i) By + 2(=8 + 9i) Bz) + ((8 + 9i)*C1 + (=8 + 94)*Cy) = 0.

Uma das possiveis solu¢des do sistema obtido é:

A2:2
A1:B1:B2:CIZCQZO.

Desta forma,

S (AQ(Z — 8 —9i) + ky (22 — 18iz + 145)

/
Koy —
22— 18iz — 145 )y+ 2y =0=

y ( 22 —16 — 1&
=y +

Ky )y + Koy =
2 18z — 145 1)y+ 2 =0=

(22 — 18iz — 145)y” +[22 — 18i — 16 + K (2* — 18iz — 145) ]y + [Ka(2* — 18iz — 145)]y = 0.

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 11 /[20]
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Assim, a partir das singularidades 8 + 97, —8 4 97 e oo e usando as condigdes necessarias
para que a equacao seja fuchsiana, tem-se:

(22 — 18iz — 145)y" +[22 — 18i — 16 + K, (2* — 18iz — 145)]y + [Ka(2* — 18iz — 145)]y = 0,

onde K, Ky € C.
Pode-se representar essa equacdo diferencial fuchsiana por meio do simbolo P-Riemann,
que representa um conjunto de solu¢des da equacao, apresentado a seguir:

8+9% —8+9 o0
y=~Pr 0 0 1 =z
1 1 Ky

3.2 Singularidades vistas como geradoras de constelacoes de sinais

Considere os pontos 8 + 97 e —8 + 97, anteriormente vistos como singularidades, agora como
os geradores de uma constelagdo de sinais.
Considerando o = 8 + 9¢, os elementos do anel quociente sdo:

Zlilsroi ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,—1,—2, -3, —4, —5, —6, —7, —8, 4, 2i, 3i, 4i, 54, 64, Ti, 8, —
i, —2i, —3i, —4i, —5i, —6i, —7Ti, —8i, 1+ 4,1+ 2i, 1+ 3i,1 4+ 4i, 1 + 5i, 1+ 6i, 1
+7i,1—i,1—2i,1—3i,1 —4i,1—5i,1 —6i,1—7i,—1+i,—1+ 2, —1+
3i,—1+4i,—1+5i,—1 4 6i, -1+ 7i, -1 —i,—1 — 2§, —1 — 3i, —1 — 4i, —1—
Bi,—1— 6i,—1 — 76,2 414,24 20,2+ 3,2 + 44,2 + 5i,2 + 6i,2 — i, 2 — 24, 2—
30,2 — 40,2 — 5,2 — 61, —2 + 4, —2 + 20, —2 + 3i, —2 + 4i, —2 + 5i, —2 + 6i, —
2 —i,—2—2i,—2—3i,—2—4i,—2 — 5i, —2 — 6i,3 + 14,3 + 24,3 + 31,3 + 4i,
345i,3—14,3—2i,3—3i,3—4i,3 —5i,—3 4+, -3+ 20, —3 + 30, —3 + 4i, —
34+5i,—3—,—3—2i,—3—3i,—3 —4i,—3 — 5i,d+i,4 + 20,4 + 3,4 + 44,
A— i d—24—3i4—4i,—A4i —4+2 —4+3i,—4+ 4, —4—i —4— 2
—4—3i,—4—4i,5+4,5+2i,5+3i,5—i,5— 2,5 —3i, =5 +14,—5 + 20, —
5+3i,—5—1i,—5—2i,—5—3i,6 41,6+ 2i,6 — 4,6 — 21, —6 + i, —6 + 20, —
6—1i,—6—2i,7+i,7—1i,—7+i,—7—1}

contendo N («a) = 145 elementos.

Se a« = —8 4 94, os mesmos elementos do anel quociente sdo obtidos, ou seja, Zli]g1g; =
Z[i] _g19;- Como o conjunto de vértices é dado por V' = Z]i],, o grafo gerado por 8 + 9i e o
grafo gerado por —8 + 97 possuem os mesmos vértices.

Para obter (3, de forma que satisfaga o Teorema considera-se a norma de o, N () = 145, e
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seus divisores, 5 e 29. Assim os divisores de o em Z[i]s 1o; possem norma 5 e/ou 29. Os tnicos
elementos em Z[i] com norma 5 sdo: 1 + 2i,1 — 24, —1 + 2i, —1 — 24, e com norma 29 sdo:
2+ 51,2 — bi, —2 4 5i, —2 — 5i. Observe que § = {1+ 24,1 — 2i, —1 + 2i, —1 — 27} ndo gera
um c6digo quase perfeito, nem § = {2 + 5i,—2 — 5i}, mas = {2 — 5i,—2 + 5i} geram,
segundo o Teorema 2]

Agora, se § = —2+5i, N(3) = 29, e a maior esfera de Lee contida em 29 pontos possui 25
pontos com raio de cobertura 3. Nesse caso, como ¢ = 1, teria uma esfera de Lee com 5 pontos
com raio de cobertura 1, e 24 padrdes com 2 erros, o que é um absurdo, visto que ndo ha 24
pontos com distancia 2 que equidistem um ponto nessa constelacdo. Sendo assim, = 2 — 5i
€ o unico divisor de a que gera um codigo quase perfeito.

Dado o = 8 + 91, € possivel reescrever a como 8 + 9i = (2 — 5i)(—1 + 2i). Logo, pelo
Teorema 2] o ideal gerado por = 2 — 57, forma um cédigo quase perfeito que corrige todos os
padrdes com até 3 erros € 2c2 + 2c = 2 - 12 + 2 - 1 = 4 padrdes com ¢t + 1 = 4 erros em Gg_g;.
A norma de /3 é 29 e a maior esfera de Lee contida em 29 pontos possui 25 pontos com raio de
cobertura t = 3, os 4 padrdes com 4 erros completam a regiao de Voronoi com 29 pontos.

O ideal gerado por § =2 —5i é <B> ={0,2—5i,5+2i, —24 5i, —5 — 2i}, e é identificado
no grafo a seguir pelos pontos que estdo duplamente circulados, formando os baricentros dos
5 poligonos fundamentais, com 29 elementos, que recobrem a constelacdo de sinais, contendo
145 elementos de Z|i|s+q;, veja a Figurall]

Figura 1: Cédigo quase perfeito sobre Z[i]s g;.

NGO
)

5

Zi)s 0

O
Fonte: [4].

Dado oo = —8 + 94, € possivel reescrever « como —8 + 97 = (2 + 5i)(1 + 2i). Logo, pelo
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Teoremal[2] o ideal gerado por 5 = 2 + 5i, forma um cédigo quase perfeito que corrige todos os
padrdes com até 3 erros e 2¢* +2¢ = 2- 12+ 2 -1 = 4 padrdes com ¢t + 1 = 4 erros em G_g., o;.
A norma de (3 € 29 e a maior esfera de Lee contida em 29 pontos possui 25 pontos com raio de
cobertura t = 3, os 4 padrdes com 4 erros completam a regido de Voronoi com 29 pontos.

O ideal gerado por 3, S = () = {0,2 + 5,5 — 2i,—2 — 5i, —5 + 2i}, é identificado
no grafo a seguir pelos pontos que estdo duplamente circulados, formando os baricentros dos
5 poligonos fundamentais, com 29 elementos, que recobrem a constelacdo de sinais, contendo
145 elementos de Z[i]_g9; (Figura[2).

Figura 2: Cédigo quase perfeito sobre Z[i] g yo;.

Z ['i,] —8+0¢

d

Fonte: Autor.

3.3 Singularidades vistas como vértices de um triangulo hiperbdlico

Agora, considere 8 + 97, —8 + 97 e oo como vértices de um poligono hiperbdlico, ou seja, as
singularidades sdo vistas como vértices de um tridngulo hiperbdlico no semiplano superior e
as transformagdes de Mobius (transformacdes de emparelhamentos), que podem ser aplicadas
aos lados desse poligono. A partir das transformagdes de Mobius serd identificada a superficie
associada ao triangulo hiperbdlico.

A Figura[3|apresenta a representacao das singularidades 8+9i, —8+-9i e co como vértices de
um triangulo hiperbdlico e as possiveis transformacdes que podem ser aplicadas a esse poligono.

Neste caso, uma transformacao eliptica v; que leva o ponto 8 + 9¢ no ponto —8 + 9i e o
ponto —8+ 97 no ponto 8+ 9: e fixa o ponto médio da geodésica conectando esses dois vértices,
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Figura 3: Singularidades
{—8+9i,8 + 9ie oo} como vértices de um
triangulo hiperbdlico.

Fonte: Autor.

e a transformacao parabdlica v, que leva oo em oo e 8 + 97 em —8 + 9i e vice-versa.

De fato, dado v, (2) = —z + 18i, 11 (8 + 97) = —8 + 9i e 11 (—8 + 9i) = 8 + 9¢, tem-se:

-1 18
0 1

(—1)z + 18i

n(2) = 0z+1

9

— [n]= [

por defini¢do, 7 (v;) = |(—1) 4+ 1| = 0. Logo, a transformagcéo 7, € eliptica.
E, dado y,(z) = z +acoma € C, y5(00) = lim z + a = oo, temos
Z—00

_1z+a 1 a
C0z+1 0 1

Ya(2) =Tr(y) =[1+1]=2.

— 2] = [

Logo, a transformacao 7, € parabdlica.

Além da representacdo das singularidades no modelo do semiplano superior, é possivel

representar as mesmas no modelo do disco de Poincaré, por meio da transformacao de Cayley

Z = Z7;, que leva os elementos do semiplano superior para o disco de Poincaré¢, conforme
Figura[4]

_ P 5 849i—i _ 848 _ 1 (o _ 45\
e paraz =8+ 9i = z = JFo— = o5 = 5(36 — 4i);

_ D5 —849i—i _ —848i _ 1 .
e paraz = —8+9i = z = = = =2 = 5(36 + 4i);
* paraz =00 = z = lim, o 2 = 1.

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.6, Jan/Dez 2025, p. 15 /[20]



GUSMAO, M. G.; DE OLIVEIRA, A. J. 16

Aplicando a transformacao inversa z = —i=

_ 1 .  36-4i .
s paraZ = (36 —4i) = z = —lgin— = 8+ 9%

41

-1 . . ‘%Jrl_ .
. paraz—H(36+42):>2——1Wi_1——8+92,

41

e paraz =1= 2z = o0.

Figura 4: Representacdo do tridngulo no disco
de Poincaré.

Fonte: Autor.

4 Conexao com canais de comunicacao

Além das conexdes estabelecidas e apresentadas anteriormente, serd apresentada a seguir, por
meio da superficie associada aos triangulos hiperbdlicos, uma conexido com o canal bindrio
simétrico.

De acordo com [{8], a esfera estd associada ao triangulo hiperbdlico, e também ao canal
bindrio simétrico (35, um canal com duas entradas e duas saidas. E os géneros minimo e
maximo associados ao canal Cs o, representados pelo grafo K 5, sdo dados por:

0,

G (E22) = [(m_ bin - ”} _ {w} _ H o

2 2 2
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Como, gmin = Gmaz> ¢ = 0, OU seja, o canal estd associado a uma esfera.

Considere as singularidades 8 + 9¢, —8 4 97 como as entradas e saidas do canal C5 5, sendo
representadas respectivamente pelas entradas bindrias 0 e 1, conforme Figura 5]

Figura S: Grafo associado as singularidades
8+ 9ie —8 + 9i.

l1—p
8+ * () + ()

—8+9i — 1 + 1
l—p

Fonte: Autor.

Considerando que as palavras-cddigo do cédigo geometricamente uniforme possuem a
mesma probabilidade de erro e sdo finitas, pode-se representd-las como entradas e saidas de
um canal discreto e posteriormente apresentar a probabilidade do c6digo cometer um erro.

Sendo assim, quando as palavras-codigo sdo representadas como entradas e saidas desse
canal, percebe-se que a probabilidade de erro, p, esta relacionada ao nimero de palavras-codigo
sobre a constelagdo.

Segundo [4]], em um cédigo geometricamente uniforme a probabilidade de erro € a mesma
para todas as palavras-codigo, consideremos a probabilidade erro p, entdo, no nosso caso, a
probabilidade de acerto serd 1 — 4p. Tem-se que esse erro acontecerd sempre que a mensagem
recebida estiver fora da regido de Voronoi do sinal enviado.

Nas constelagOes geradas por « = 8 + 92 e a = —8 + 947, a probabilidade de um erro
acontecer €:

— P(E) = n(E) _ ndmero de elementos do evento
b= B n(w) "~ numero de elementos do espago amostral
= P(E) = ° 0,2
b= T2 T

Dado p = 0, 2, pode-se representar o canal discreto sem memoria associado aos cddigos
quase perfeitos, conforme Figura [6]
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Figura 6: Grafo associado as
palavras-cédigo com probabilidade de
erro p definida.

1-4.0,2=02

U, 2

oI
o

Fonte: Autor.

S Consideracoes Finais

Singularidades com a parte real oposta geram cédigos perfeitos e/ou quase perfeitos com a
mesma capacidade de correcdao de erros. Além disso, ao considerar pontos simétricos em
relagdo ao eixo imagindrio para a geracdo da constelacdo de sinais, obtém-se constelagdes
formadas pelos pontos conjugados. Nas situacdes analisadas neste trabalho, foram obtidas
constelacdes de sinais iguais, pois 0s pontos e seus conjugados pertencem ao anel quociente. O
codigo perfeito sobre a constelagdo também é formado pelos pontos conjugados.

Além disso, a0 manter um padrdo nos nimeros complexos, onde o mddulo da parte real é
modulo da parte imagindria menos 1, percebe-se um padrao também na estrutura da constelagao,
facilitando a representacdo geométrica.

Ao considerar as singularidades como vértices de um tridngulo hiperbdlico, foi estabelecida
uma conexao com o canal bindrio simétrico C' o, cuja entradas e saidas representam as singula-
ridade 8+9: e —8+-9:. Portanto, tem-se que a probabilidade de erro, p, € a mesma independente
da singularidade transmitida.

Por fim, foi possivel representar as palavras-codigo como entradas e saidas de um unico
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canal discreto sem memdria, visto que o conjunto de palavras-cédigo C € finito. E, com isso,
percebe-se que a probabilidade de erro, p, esta relacionada ao numero de palavras-c6digo sobre
a constelacdo.

Com os resultados obtidos neste trabalho, pode-se perceber que dreas muitas vezes conside-
radas distantes e sem conexao podem estar relacionadas, estabelecendo importantes paralelos e
possibilidades de utilizacdo em aplicacdes de problemas préticos, como por exemplo o processo
de transmissdo da informac¢@o em um sistema de comunicacao e a andlise dos erros que podem
ocorrer durante a transmissdo da informacdo e as possibilidades de detec¢do e corre¢do dos
mesmos, por meio dos codigos corretores de erros. As possibilidades, muitas vezes restritas,
tornam-se mais amplas com a utilizacdo dos elementos e conexdes elencados neste trabalho.
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