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Resumo. Neste estudo € investigado o comportamento assintético do campo de velocidade
e da vorticidade em torno de um canto reentrante. A andlise € realizada por meio de simula-
¢Oes numéricas de escoamento Newtoniano em uma contracdo com razao 4:1, utilizando a
formulagdo corrente-vorticidade. As equagdes que descrevem esse escoamento foram dis-
cretizadas utilizando a técnica de diferencas finitas, e o c6digo numérico foi implementado
em linguagem C. A robustez do comportamento assintético € avaliada sob trés condig¢des
distintas: variagdes no nimero de Reynolds, utilizagdo de geometrias com diferentes com-
primentos e comparagdo dos resultados com os obtidos pela abordagem Marker-And-Cell
(MAC). O objetivo principal deste trabalho € validar a previsdo do comportamento assintd-
tico préximo a singularidade geométrica e demonstrar a independéncia desse fendmeno em
relacdo as variacOes dos pardmetros operacionais € a extensao da geometria da contracio. A
investigacdo também aborda a eficdcia comparativa das metodologias corrente-vorticidade
e MAC, destacando a boa concordancia entre as formulagdes. Os resultados indicam que,
embora ambas as abordagens sejam capazes de capturar o comportamento fundamental do
escoamento, ainda ha diferengas nos pontos mais préximos a singularidade, sugerindo a ne-
cessidade de aprimoramentos nos modelos computacionais para simula¢des de escoamentos
com caracteristicas geométricas complexas.
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Abstract. In this study, the asymptotic behavior of the velocity field and vorticity around
a reentrant corner is investigated. The analysis is conducted through numerical simulati-
ons of Newtonian flow in a 4:1 contraction, using the streamfunction-vorticity formulation.
The equations describing this flow were discretized using the finite difference method, and
the numerical code was implemented in the C programming language. The robustness of
the asymptotic behavior is evaluated under three distinct conditions: variations in the Rey-
nolds number, the use of geometries with different lengths, and the comparison of results
with those obtained by the Marker-And-Cell (MAC) approach. The main objective of this
work is to validate the prediction of the asymptotic behavior near the geometric singularity
and to demonstrate the independence of this phenomenon concerning variations in opera-
tional parameters and the extension of the contraction geometry. The investigation also
addresses the comparative effectiveness of the streamfunction-vorticity and MAC metho-
dologies, highlighting the good agreement between the formulations. The results indicate
that, although both approaches can capture the fundamental behavior of the flow, differen-
ces still exist at points closest to the singularity, suggesting the need for improvements in
computational models for simulating flows with complex geometric characteristics.

Keywords. Newtonian flow, 4:1 contraction, streamfunction-vorticity formulation, singu-
larity.

Resumen. En este estudio se investiga el comportamiento asintético del campo de veloci-
dad y la vorticidad en torno a una esquina reentrante. El anélisis se realiza mediante simu-
laciones numéricas de flujo Newtoniano en una contraccién con una razén 4:1, utilizando
la formulacién corriente-vorticidad. Las ecuaciones que describen este flujo se discreti-
zaron utilizando la técnica de diferencias finitas, y el c6digo numérico fue implementado
en lenguaje C. La robustez del comportamiento asintético se evaliia bajo tres condiciones
distintas: variaciones en el nimero de Reynolds, el uso de geometrias con diferentes longi-
tudes y la comparacion de los resultados con los obtenidos con el método Marker-And-Cell
(MAC). El objetivo principal de este trabajo es validar la prediccién del comportamiento
asintético cerca de la singularidad geométrica y demostrar la independencia de este fend-
meno respecto a las variaciones de los pardmetros operativos y la extension de la geometria
de la contraccién. La investigacion también aborda la eficacia comparativa de las metodo-
logias corriente-vorticidad y MAC, destacando la buena concordancia entre ambas formu-
laciones. Los resultados indican que, aunque ambos enfoques son capaces de capturar el
comportamiento fundamental del flujo, atin existen diferencias en los puntos mas cercanos
a la singularidad, lo que sugiere la necesidad de mejoras en los modelos computacionales
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para simular flujos con caracteristicas geométricas complejas.
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gularidad.
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1 Introducao

Os escoamentos de fluidos em contra¢des planares hd muito tempo t€m sido explo-
rados devido a sua importincia na drea académica, abrangendo estudos tedricos, expe-
rimentais e numéricos, além de aplicacdes industriais, principalmente na industria ali-
menticia, quimica, sistemas de tubulagdes e dutos, entre outros. No contexto dos estudos
numéricos, o problema da contracdo planar, especialmente a contragdo de razao 4:1, é
reconhecido como um problema de referéncia ou benchmark na verificacao e validacao
de codigos numéricos, quanto a sua acurdcia, estabilidade e convergéncia. Esse interesse
na contracao deriva de sua geometria simples, mas desafiadora numericamente devido ao
surgimento de singularidades geométricas nas quinas. Esse fendmeno motivou diversos
estudos assintdticos na tentativa de descrever o comportamento do fluido ao redor de qui-
nas ou cantos reentrantes.

Em 1949, Dean e Montagnon [1] determinaram a solucdo assintdtica para a fungdo
de corrente na forma v (r,0) ~ r"*1f(6), onde r e 6 sdo coordenadas polares, com a
origem definida em uma das quinas da geometria. Neste trabalho, escolheu-se a quina
inferior como a origem do sistema polar. Assim, 7 representa a distancia entre um ponto
do dominio e a quina inferior, enquanto # € o dngulo formado por r e a parede inferior
do canal menor, conforme ilustrado na Figura[l] Além disso, n representa os autovalo-
res da solucdo da equagido do biarmonico V4 = 0, uma simplificacdo da equagio do
movimento para baixos nimeros de Reynolds, e f € uma funcido dependente da varidvel
0. Posteriormente, em 1964, Moffatt [2]] adicionou mais entendimento ao escoamento em
um canto reentrante ao determinar e definir os dois tipos de comportamento envolvidos,
que sdo os escoamentos simétricos e antissimétricos, sendo este dltimo o escoamento do-
minante ao redor da singularidade. De maneira resumida, os resultados assintéticos para
um escoamento Newtoniano ao redor de um canto reentrante de 270°, como € o caso da
contragdo 4:1, sdo dados por:

w ~ O (7,,1.5445) ’ v~O (7"0'5445) 7 P~ ) (r70.4555) ’ wn~0O (7,70.4555) ) (l)
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A notacdo O (big-0O) usada na Eq. nos diz como cada uma dessas grandezas fisicas,
funcdo de corrente 1), campo de velocidade v, pressdo p, e vorticidade w, cresce ou de-
cresce a medida que r tende a zero, isto é, conforme nos aproximamos da singularidade
geométrica no escoamento. Observa-se que a pressao e a vorticidade aumentam indefi-
nidamente a medida que r se aproxima de zero, pois o expoente é negativo. A fungdo

de corrente cresce proporcionalmente a 715443

, 0 que significa que, conforme r tende
a zero, 1 vai a zero, mas de forma relativamente lenta. A velocidade também tende a
zero, mas mais lentamente do que ). Os estudos de Moffat foram estendidos para ou-
tros escoamentos, como o stick-slip [3) 4] e a extrusao [, 6], bem como para fluidos ndo
Newtonianos [7, 8]]. Embora muitos dos resultados assintéticos ja tenham sido verificados
numericamente com as formulacdes Marker-and-Cell (MAC), discretizada pelo método
de diferencas finitas, [9,10] e com 0 método de volumes finitos [16], ndo ha na literatura
a verificacdo destes resultados por meio da formulagdo corrente-vorticidade (¢ — w), nem
um estudo sobre os efeitos do niimero de Reynolds e do comprimento da contragdo sobre
a singularidade.

Portanto, neste trabalho, os resultados assintéticos (Eq. (1)) serdo verificados numeri-
camente por meio da formulagdo corrente-vorticidade com o método de diferencas finitas.
Além disso, mediante a simulacdo da contracao 4:1, sera feita uma andlise dos efeitos cau-
sados pela variagao do nimero de Reynolds e pelo comprimento da contragdo. Por fim, os
resultados do campo de velocidade obtidos por meio da formulagdo corrente-vorticidade
serdo comparados com os resultados adquiridos pela formulagdo Marker-and-Cell (MAC)
[9, 110, 11]. O objetivo dessa comparacgdo € verificar as diferencas entre as formulacdes e
identificar pontos que ainda necessitam de melhorias.

2 Formulacio matematica

As equacdes que modelam um escoamento Newtoniano, isotérmico e incompressivel
sdo dadas, na sua forma adimensional, por

Dv 1,
E = —Vp -+ EV Vv, (2)
V.v =0,

onde Re = % € o nimero adimensional de Reynolds, em que p € a densidade do fluido,
€ a viscosidade dindmica, e L e U representam, respectivamente, 0 comprimento € a
velocidade caracteristicos do escoamento. Neste estudo, os valores de L e U sao definidos
como 1 m e 1 m/s, respectivamente.

O conjunto de equagdes (2) também pode ser reescrito na forma Cartesiana bidimen-
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sional nao-conservativa como

ou, Ou,ou_ _op 1 (0 O 3)
ot or Oy  Or Re\ox?2 O0y2)’

@4_ @4_ @—_@_’_i @_’_@ (4)
ot Yor U@y Oy  Re\0x2 0y2)’

ou Ov

%—i—a—y—o. (5)

O conjunto de equagdes descrito na Eq. (ou Eq. (3)—(5)) representa um escoamento
livre, isto €, o movimento do fluido € impulsionado exclusivamente pelas suas condi¢des
auxiliares, sem a influéncia de forgas externas como gravidade, for¢as eletromagnéticas,
ou pressdes impostas.

Neste trabalho, a formulagdo adotada para representar as equagdes de Navier-Stokes
(B)—() ¢ a formulagio corrente-vorticidade [12]. Para isso, definimos as fungdes corrente
¥ e vorticidade w em termos do campo de velocidade v = (u, v), ou seja,

oy’ ox’ ©)
B ou Ov
W= T o

A funcdo corrente ¢ € uma funcao escalar que facilita a descricao de escoamentos bidi-
mensionais incompressiveis, uma vez que automatiza a condi¢ao de incompressibilidade,
Eq. (3), simplificando a solugdo de problemas. Além disso, o seu uso simplifica a repre-
sentacdo dos escoamentos, ja que elimina a necessidade de trabalhar diretamente com as
componentes do vetor velocidade (u e v). Por outro lado, a vorticidade é uma grandeza
vetorial que mede a rotag@o local de um fluido em torno de um ponto. Entretanto, para
escoamentos bidimensionais, a vorticidade tem apenas uma componente ndo nula w (na
dire¢do perpendicular ao plano do escoamento), e é definida como o rotacional do campo
de velocidade, Eq. (0).

Para reescrever o sistema de equacdes (3)—(5) em termos de ) e w, derivamos a equa-
¢ao (3) em relac@o a y e subtraimos a derivada da equagdo (4] em relagdo a z. Em seguida,
utilizando a equagdo da continuidade (3]), obtemos a seguinte expressao:

OBy 0 (B oy 0 (00 0y
ot \dy Ox Oxr \ 0y Ox oy \0y Ox
B AT

Re|0xz2 \ 0y Ox oy2 \oy Ox) |
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que pode ser escrita como

Ow ow Ow 1 [(0*w 0*w
( ) . ®)

9t " "or "oy T Re \o2 T a2

Além disso, com base na Eq. (6), é possivel estabelecer uma equagio de Poisson para 1)
como:

V2 = w. (9)

De maneira resumida, o processo de solucdo do escoamento envolve a aproximacao
das equacdes e (), seguida pela constru¢do do campo de velocidade por meio da
equacdo (6). A seguir, sdo apresentados detalhes sobre a geometria do problema e as
condig¢des de contorno utilizadas na solu¢do do escoamento em uma contragdo 4:1.

2.1 Condicoes de contorno

O escoamento investigado neste estudo corresponde a uma contragdo 4:1, onde o com-
primento total € de 16L. Os comprimentos dos dois canais da contracdo, largo e estreito,
sdo especificados como 8L, enquanto a largura € de 8L para o canal mais largo e de
2L para a regido com estreitamento. Para simplificacdo, essa geometria é referida como
16L x 8L. A Figura|l|ilustra a geometria da contragdo 16L x 8L. Note que, embora
as coordenadas polares tenham sido definidas no canto inferior da contragdo, no ponto
de singularidade, a origem das coordenadas Cartesianas é tomada como sendo o ponto
inferior do inflow. Assim, todas as condicdes de contorno apresentadas a seguir levam em
consideracdo esse ponto como a origem do sistema de coordenadas Cartesianas.

Conforme ilustrado na Figura|l, o escoamento em uma contra¢do 4:1 apresenta trés
tipos de contorno: a regido de entrada de fluido ou inflow, a regido de saida de fluido
ou outflow e as paredes sélidas. A seguir, sdo definidas as condi¢des de contorno para o
campo de velocidade v, a fun¢do de corrente 1) e a vorticidade w para os diferentes tipos
de regido de contorno.

* Inflow: Nesta regido definimos as componentes da velocidade nas direcdes x e y,
respectivamente, como

3
u(y) = T8 (v —ys) v, (10

onde y. e y; representam os valores central e final de y, respectivamente. Observe
que, como estamos na regido de inflow, o valor da varidvel dependente z € fixo e
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Figura 1: Geometria da contrag@o 4:1 com comprimento 16 L e largura 8 L.

8L . 8L
Paredes solidas '

Paredes solidas

S S
2 s rl B
™~ @
Paredes solidas
i

—>
j Paredes solidas

Fonte: compilagio do autor?.

tomado como 0, justificando a definicdo das componentes da velocidade como de-
pendendo apenas de y, isto é, u = u(y) e v = v (y). De acordo com a Figura
temos y. = 4L e yy = 8L. A equagdo (10) descreve o perfil parabélico de entrada
do fluido, justificando o uso de uma funcdo quadratica para a componente u da ve-
locidade. O uso de um perfil parabdlico € caracteristico de escoamentos laminares
totalmente desenvolvidos, entretanto também hé vantagens em se usar esse perfil no
escoamento em contragdes pois garante realismo fisico, consisténcia com as condi-
¢coes de contorno e estabilidade numérica. Além disso, o uso do perfil parabdlico
proporciona uma transi¢ao suave entre as regides nao contraidas e contraidas e per-
mite que o comportamento complexo do fluido dentro da contragdo seja estudado
com precisdo, além de ser uma abordagem comumente utilizada em benchmarks e
validagdes. Observa-se que, quando y = y. a componente u da velocidade, apre-
sentada na Eq. (I0), atinge seu valor maximo, u (y.) = 0.375. Este valor aumenta
para ;.. = 1.5 ao longo do canal menor, ou seja, quando z > 8L. Essa rela-
¢do entre as velocidades méaximas entre o canal mais largo (u (y.) = 0.375) e o
canal contraido (u,,,, = 1.5) satisfaz o principio da conservacdo de massa para
fluidos incompressiveis, isto é, o fluxo volumétrico Q) = (8L) u (y.) = (2L) Umas €
conservado ao longo da contragao.

A partir da condicdo de inflow para o campo de velocidade, Eq. (10), juntamente
com a relag@o (), é possivel deduzir as condigdes de contorno para ¢ e w, as quais

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.5, jan/dez, 2024, p. - 7
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sdo dadas, respectivamente, por:

_ 3 (Y YrY, e
3 (11)
w(y) = T8 (2y —yy),

onde x € uma constante arbitraria, que por simplicidade serd tomada como x = 0.

* Paredes sélidas: Nesta regido, sdo aplicadas a condi¢do de ndo escorregamento,
juntamente com a condi¢ao de impermeabilidade. Assim, a velocidade é conside-
rada nula nas paredes sélidas:

v =0. (12)

Para a fungdo de corrente ¢, pode-se definir as condi¢cdes nas paredes solidas a
partir da relagdo com o campo de velocidade, Eq. (6). Desta forma, a condi¢go de
nao-deslizamento implica que:

Oy, 9

: 1
or "y 0 (13)

Entretanto, quando consideramos um inflow com um perfil especifico de velocidade
(neste caso um perfil parabdlico), isso implica que o fluxo volumétrico que entra na
contracdo deve ser constante. Portanto, a escolha de um valor de ) correspondente
ao inflowem y = 0 e y = y; assegura que a relacdo entre as secOes transversais
na entrada e na saida seja mantida. Desta forma, o valor de ) nas paredes sé6lidas é
definido a partir da expressdo (IT)) para v, aplicada nos valores extremos de y, ou
seja, y = 0 e y = yy. Assim, na parede horizontal inferior, tem-se ) = 1 (0), e na
parede horizontal superior, ¢ = v (yy). Esses valores sdo estendidos ao longo de
toda a parede, uma vez que sao tratados como linhas de corrente.

Para a vorticidade, ¢ adotada a condi¢ao

82
w=22 (14)

onde n € o vetor normal a parede, orientado para fora do dominio.

* Qutflow: Nessa regido, a fim de delimitar o dominio, aplica-se a condi¢cdo de Neu-
mann homogénea para todas as varidveis, isto €,

ov oY Ow
8_1'1_0’ 8_1’1_0’ 8_1’1_0’ (15)

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.5, jan/dez, 2024, p. - 8



ZOc-mwm

A
4‘)»

Verificacdo numérica do escoamento em uma contragao 4: 1

onde n € o vetor normal a regido de saida de fluido, que neste caso é n = (1, 0).

3 Método numérico

Para a solucdo numérica do conjunto de equagdes (8) e (9), todas as derivadas espa-
ciais sdo discretizadas por meio de diferencas centradas, inclusive os termos convectivos,
enquanto a derivada temporal na equacao da vorticidade € discretizada por diferencgas
progressivas. Essa abordagem resulta nas seguintes formulas de diferencas:

n+1 n n n n n

W — ot w! — ! . wh. — wn.
%, %, i+1, 1—1, 1,7+1 2,0—1
J J un ( J J) U;j ( J J >

At b 2Ax 2Ay
1 (W?H,j — 2wt Wity Wi — 2w+ ‘*’2;’1)
Re (Ax)’ (Ay)* (16)

n n+1 n n n+1 n
i+1,5 2¢z,j + wi—l,j + ¢i,j+1 - 2,1101,;'_ + wi,j—l . wnJrl
(Az)® (Ay)? v

A escolha de diferencas centradas para discretizar os termos convectivos visa apenas sim-
plificar a expressdo (I6) e a implementacdo numérica, evitando as mudangas entre dife-
rengas progressivas e regressivas impostas por métodos upwind.

Observe que na Eq. (16), os indices temporais n foram atribuidos as varidveis de tal
forma que a vorticidade é aproximada pelo método de Euler explicito [[14], e a equacdo
de Poisson para 1) é aproximada explicitamente pelo método de Jacobi-Richardson [13].
Portanto, as equagOes de diferencas podem ser reescritas de forma explicita como:

n n n n
Wiy« — Wi g - W — Wi
n+l _  n n i+1,j i—1,j n t,J+1 3,j—1
W =W + At [ — Uy (— — Vil At

2Ax 2Ay
1 <wzn+1,j 2wl P Wiy Wi T 20 Wﬁj—l) }
Re (Az)® (Ay)° ’
(17)
2

n+l _ (Ay) |: Az 2wn+1 n n

ntl _ — L (A )+
wz,j 2 ((ACL’)Q + (Ay)Q) ( ) i,] (¢ +1,5 w 1,])

A 2
<A_§> ( Zj+1+7»/’2j—1)]-

Os parametros de entrada para a simulag@o sao: o numero adimensional de Reynolds
Re, o passo temporal At e a quantidade de pontos na dire¢ao z e na diregao y, repre-
sentados por N, e INV,, respectivamente. O passo temporal At € escolhido considerando

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.5, jan/dez, 2024, p. - 9
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a restri¢des parabolica, vinda do caréter explicito de integracdo temporal da equagdo da
vorticidade, e CFL, imposta pelo tratamento dispensado ao termo nao linear. O calculo
de At com as restri¢gdes parabélica (At,,,q) € CFL (Atory,) € dado por:

At = min {Atparaba AISC’FL} ) (18)

onde Atcrr < qu e Atparap < Reda?  poy exemplo, para a malha mais fina, Ax =

max 4

Ay = 0.0125 com Re = 1, os cdlculos das restri¢des de estabilidade parabdlica e CFL
sdo dados, respectivamente, por:

0.01252 0.0125

Atparap < =3.9062 x 107° e Atcpr < ~ 83333 x 107°. (19
Logo, At = min {3.9062 x 107°,8.3333 x 1073} = 3.9062 x 10~°. Entretanto, por
simplicidade, na pratica o valor de At é tomado como At = 10~°. O mesmo principio se
aplica para as demais malhas.

Como condi¢do inicial, todas as varidveis sdo inicializadas como zero. Apds esses

passos iniciais, o algoritmo € executado de acordo com os seguintes passos:

1. Atualizar as condi¢des de contorno nas paredes e outflow usando as equagdes (14)
e (13);

2. Resolver a equacdo da vorticidade pelo método de Euler explicito, conforme a pri-
meira equacao do sistema (17);

3. Resolver a equacao de Poisson para ¢ conforme a segunda equacao de (17);

4. Verificar se o erro relativo da vorticidade ¢ menor que uma tolerancia pré-fixada,
Eq. (20). Se sim, encerrar a simulac¢do; caso contrdrio, repetir o ciclo a partir do
passo 1.

O critério de parada usado nas simulagcdes foi o erro relativo da vorticidade, ou seja,
se

<€, (20)

onde ¢ = 1078 € a precisdo pré-fixada, a simulagdo € interrompida e W™ e 1" sdo
tomados como a soluc¢io do escoamento.

Todas as simulacdes foram executadas em um computador equipado com o processa-
dor AMD Ryzen 5 3500U, com 8 ntcleos e frequéncia base de 2.1 GHz (atingindo até 3.7
GHz com Turbo Boost). O sistema conta com 8 GB de memdria RAM DDR4, rodando
a 2400 MHz, e uma placa grifica NVIDIA GeForce MX250, com 2 GB de memoria
GDDRS5 dedicada. O armazenamento € fornecido por um SSD M.2 NVMe de 500 GB.

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.5, jan/dez, 2024, p. - 10
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4 Resultados numéricos

Nesta secao, serdo analisados os resultados numéricos considerando as seguintes situ-
acdes: andlise de convergéncia com o refinamento de malha, variagdo do pardmetro Re,
variagdo no comprimento e largura da geometria, e comparacdo entre as metodologias
corrente-vorticidade e MAC.

Para a andlise de convergéncia dos resultados, serdo utilizadas quatro malhas dife-
rentes com Re = 1. Além disso, todas as comparagdes entre os resultados numéricos e
assintéticos sdo feitas coniderando a linha vertical 6 = 5.com (0 < r < 1. As malhas e
os passos temporais At, correspondente a cada uma das malhas e satisfazendo a restri¢ao
de estabilidade (T8)), utilizados nas simulacdes estio descritos na Tabela 1. E importante

ressaltar que o nimero de nés apresentados na Tabela 1 € vélido apenas para a geometria
16L x 8L.

Tabela 1: Malhas usadas nas simulacdes para a geometria 16L x SL.

Malha Az = Ay Ndmero de nés (N, x Ny) At

M,y 0.1 8241 1073
M, 0.05 32481 1074
Ms 0.025 128641 1075
My 0.0125 513281 107°

Fonte: compilagio do autor?.

Na Figura [2] ¢ apresentada a verificagdo numérica dos resultados assintdticos para o
campo de velocidade v e a vorticidade w. Pode-se observar que tanto as componentes
da velocidade, Figura [2| (a), quanto a vorticidade, Figura [2| (b), capturam corretamente
o valor assintético apresentado na Eq. (I, confirmando a convergéncia dos resultados.
Além disso, na Figura[3] ¢ apresentado o perfil da componente v da velocidade ao longo
das linhas horizontais y = 0, Figura[3|(a), e y = 4.9, Figura[3|(b). A partir da Figura[3|(a),
pode-se observar a variagdo do valor de u, inicialmente préximo de 0.375 e aumentando
gradativamente ao se aproximar da singularidade até atingir o valor maximo de 1.5. Ja
a Figura 3] (b) apresenta um comportamento diferente, uma vez que a velocidade tende a
zero ao se aproximar da singularidade.

O estudo do escoamento com a variacdo do niumero de Reynolds foi realizado utili-
zando trés valores diferentes para Re: 1, 10 e 100. A Figura[]apresenta a verificacao dos
resultados assintéticos com os trés valores de Re. Conforme observado, a inclinagdo dos
resultados € independente do nimero de Reynolds, o que estd de acordo com os estudos
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Figura 2: Verificacdo numérica dos resultados assintoticos, ao longo da linha vertical
¢ = %, para: (a) componentes da velocidade v e (b) vorticidade w, com diversas malhas.

(a) Velocidade v (b) Vorticidade w
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Fonte: compilagio do autor?.

Figura 3: Perfil da componente u da velocidade ao longo das linhas horizontais: (a) y = 4
e(b)y =4.9.
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Fonte: compilagio do autor?.

realizados por Dean e Montagnon [[1] e Moffatt [2]]. Por outro lado, nota-se que a regido
na qual esses resultados assint6ticos sdao vdlidos diminui a medida que o nimero de Rey-
nolds aumenta. Esse fendmeno era esperado, uma vez que a construcao dos resultados
assintoticos foi realizada considerando Re << 1. Uma observacdo semelhante foi feita
em [9]] em relacdo ao numero de Weissenberg.

Para demonstrar a independéncia do comportamento assintético do campo de veloci-
dade v e da vorticidade w, conforme a Eq. (I]), em rela¢do ao tamanho da contragdo, a
Figura [5] apresenta os resultados numéricos para trés contra¢des de dimensdes diferentes.
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Figura 4: Comportamento assintético de (a) u, (b) v e (c) w para diferentes valores de
Reynolds: Re =1, 10 e 100.

(a) Componente u da velocidade (b) Componente v da velocidade
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Fonte: compilagio do autor?.

A primeira contracdo, representada pela legenda 8L x 4L, possui comprimento 8L e lar-
gura 4L, enquanto as contragdes 16 L x 8L e 32L x 8L tém comprimentos de 16L e 32L,
respectivamente, ambas com largura igual a 8 L. Esta investigacdo € motivada pela obser-
vacgdo feita por Evans et al. [9], que identifica variacdes no comportamento singular da
pressdo com a variagdo no comprimento do canal. Entretanto, como observado na Figura
5] o comportamento assintético das componentes da velocidade e da vorticidade ao redor
da singularidade € independente das dimensdes da geometria da contragdo. Além disso,
os resultados das contragdes 16 L x 8L e 32L x 8L estdo mais proéximos, devido ao uso da

mesma largura de tamanho 8, enquanto a geometria 8L X 4L possui largura de tamanho
4L.

Como ultimo teste, foram comparadas as inclinacdes das componentes da velocidade
com os resultados obtidos a partir da simulagdo com a metodologia MAC [9]. Por sim-

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.5, jan/dez, 2024, p. - 13



. 4
ZOc-mwm

A
w
v DE ANDRADE, L. V. R.; PALHARES JUNIOR, I. L.

Figura 5: Comportamento assintético de (a) u, (b) v e (c) w para diferentes geometrias:
8L x 4L, 16L x 8L e 32L x 8L.
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Fonte: compilagio do autor?.

plicidade, a geometria utilizada foi a 16L x 8L com Re = 1 e malha M. E importante
mencionar que a metodologia MAC adotada neste trabalho utiliza uma discretizacdo semi-
implicita, onde o laplaciano da velocidade € discretizado de modo implicito, enquanto os
termos convectivos sdo tratados explicitamente por meio do método de alta ordem Con-
vergent and Universally Bounded Interpolation scheme for the Treatment of Advection
(CUBISTA) [15]]. A Figura[6apresenta os resultados numéricos das inclinagdes das com-
ponentes u e v da velocidade com as formulacdes 1) —w e MAC. Observa-se que ambas as
formulacgdes geram resultados consistentes com o esperado assintoticamente, com poucas
diferencas nos pontos proximos a singularidade. Além disso, a formulacdo MAC possui o
ultimo ponto mais proximo da singularidade devido ao uso da malha deslocada, enquanto
a formulagdo v — w utiliza malha colocalizada. Em resumo, pode-se afirmar uma boa
concordancia dos resultados com ambas as formulacdes. Entretanto, ainda ha espago para

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.5, jan/dez, 2024, p. - 14



. 4
ZOc-mwm

A
-
N/
v Verificagdo numérica do escoamento em uma contragdo 4:1

melhorias no tratamento dos pontos mais proximos a singularidade, que se desviam de
maneira moderada do esperado assintéticamente.

Figura 6: Comparacdo entre os resultados obtidos pelas formulacdes 1) — w e MAC.
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Fonte: compilagio do autor?.

5 Discussoes

A anélise realizada neste estudo teve como objetivo investigar o comportamento assin-
tético do escoamento em uma contragdo 4:1, utilizando a formulacao corrente-vorticidade.
Por meio de simula¢gdes numéricas, foram examinados diversos aspectos, incluindo a con-
vergéncia dos resultados com o refinamento da malha, a variagdo do nimero de Reynolds,
as dimensdes da geometria da contragdo e a comparagdo com a metodologia MAC.

Os resultados obtidos demonstraram que a formulacdo corrente-vorticidade é capaz de
capturar adequadamente o comportamento assintético do escoamento, conforme previsto
pela literatura. A andlise de convergéncia evidenciou que os resultados se aproximam dos
valores assintéticos a medida que a malha € refinada, indicando a robustez da abordagem
numérica adotada. Além disso, a variacdo do nimero de Reynolds revelou que, embora a
inclinacao dos resultados permaneca consistente, a regido em que os resultados assint6ti-
cos sdo vdlidos diminui com o aumento do nimero de Reynolds, conforme esperado para
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escoamentos com caracteristicas reentrantes.

A independéncia do comportamento assintdtico em relacdo ao tamanho da contracao
foi confirmada, evidenciando que as dimensdes da geometria ndo afetam significativa-
mente o comportamento do escoamento proximo a singularidade.

Por fim, a comparagdo com a metodologia MAC mostrou uma boa concordancia entre
os resultados obtidos pelas duas formulacdes, destacando suas capacidades de capturar
o comportamento do escoamento. No entanto, ainda h4 espaco para melhorias no trata-
mento dos pontos mais proximos a singularidade em ambas as abordagens.
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