Brazilian Electronic Journal of Mathematics, v.5, jan/dez, 2024. ISSN: 2675-1313

Estruturas complexas em espacos vetoriais reais |

Complex structures on real vector space

Estructuras complejas en espacios vectoriales reales

Daniel Rotmeister Teixeira de Barros Laércio dos Santos
Universidade de Sao Paulo Universidade Federal de Juiz de Fora
daniel.rotmeister @ime.usp.br laercio.santos @ufjf.br
ORCID: ORCID:

Resumo. Neste artigo sao estudadas estruturas complexas em espagos vetoriais reais, do
ponto de vista algébrico. Um dos principais resultados garante existéncia e unicidade de
estruturas complexas, a menos de equivaléncia, em espagos de dimensdo par ou de dimen-
sdo infinita. Além disso, é apresentada uma descri¢do do conjunto das estruturas complexas
como espago homogéneo do grupo linear geral e, por fim, € mostrado como construir estru-
turas complexas, em alguns ambientes diferentes, a partir de estruturas complexas conhe-
cidas. Falta na literatura um texto abrangente e detalhado, com demonstracdes completas
destes resultados, e um dos objetivos deste artigo € justamente contribuir com o preenchi-
mento dessa lacuna.

Palavras-chave. Estrutura complexa, espago vetorial complexo, dlgebra linear.

Abstract. In this article, complex structures in real vector spaces are studied from an al-
gebraic perspective. One of the main results guarantees the existence and uniqueness of
complex structures, up to equivalence, in spaces of even dimension or infinite dimension.
Additionally, a description of the set of complex structures as a homogeneous space of
the general linear group is presented, and finally, it is shown how to construct complex
structures in some different settings from known complex structures. There is a lack of a
comprehensive and detailed text in the literature with complete proofs of these results, and
one of the objectives of this article is precisely to help fill this gap.
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Resumen. En este articulo se estudian estructuras complejas en espacios vectoriales reales
desde un punto de vista algebraico. Uno de los principales resultados garantiza la exis-
tencia y unicidad de estructuras complejas, salvo equivalencia, en espacios de dimension
par o de dimensidn infinita. Ademads, se presenta una descripcion del conjunto de estructu-
ras complejas como espacio homogéneo del grupo lineal general y, por dltimo, se muestra
como construir estructuras complejas en algunos entornos diferentes a partir de estructuras
complejas conocidas. Falta en la literatura un texto amplio y detallado con demostracio-
nes completas de estos resultados, y uno de los objetivos de este articulo es precisamente
contribuir a llenar esa laguna.

Palabras clave. Estructuras complejas, espacios vectoriales complejos, dlgebra lineal.
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1 Introducao

Neste artigo estudamos estruturas complexas em espacos vetoriais reais, isto é, os
automorfismos lineares que t€m como inverso o seu oposto, que sdo chamados de anti-
involugdes. Uma das vantagens de uma estrutura complexa num espaco real € que ela
induz uma multiplica¢do por nimeros complexos introduzindo, assim, uma estrutura de
espacgo vetorial complexo. No caso de espacos reais finitamente gerados o estudo de
estruturas complexas surge no contexto das Geometrias Complexa e Simplética (vide [1,
6,8,9,/11]) ou em alguns livros de Algebra Linear como, por exemplo, [10, p. 77]. Neste
caso, uma condi¢do necessdria e suficiente para a existéncia de uma estrutura complexa
€ que o espaco tenha dimensdo par. No contexto de espagos vetoriais topoldgicos sobre
os reais, € natural considerar as estruturas complexas que sao aplicacdes continuas (vide
[2,4]). Jean Dieudonné exibiu, em [2]], um espaco de Banach de dimensdo infinita que
ndo admite estrutura complexa continua, isto €, nem todo espago vetorial topoldgico de
dimensao infinita admite uma estrutura complexa continua.

Na Sec¢do[2] introduzimos algumas defini¢des, exemplos e resultados gerais. Na Se¢do
caracterizamos 0s espacos vetoriais reais que admitem alguma estrutura complexa.
Um dos resultados neste sentido é o Teorema [3.2] que garante a existéncia de estruturas
complexas em qualquer espago de dimensao infinita ou de dimensdo par.
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Além disso, pelo Teorema[3.4] duas estruturas complexas .J; e J, num espago vetorial
real sdo equivalentes, no sentido que existe um automorfismo 7" tal que 7'.J; = JoT'. Na
Segﬁo denotamos por 7 (V') o conjunto das estruturas complexas de um espago vetorial
real V' e mostramos que o grupo linear geral Gl(1') age transitivamente, por conjugacao,
em J (V). Em particular, 7 (V) se identifica com um espago homogéneo de G1(V'). Na
Sec¢do[5] mostramos como construir estruturas complexas em alguns ambientes diferentes,
a partir de estrutura(s) complexa(s) dada(s). Por exemplo, uma estrutura complexa em V'
induz uma estrutura complexa em V @& V* com uma propriedade adicional, chamada
estrutura complexa generalizada em V' (veja Proposi¢ao[5.4)). Além disso, mostramos que
uma estrutura complexa em V' induz uma estrutura complexa no espago quociente V**/V/,
no caso em que V' € de dimensdo infinita. Finalizamos a se¢do comentando o exemplo
de Dieudonné de um espaco de Banach de dimensdo infinita que ndo admite estrutura
complexa continua.

2 Definicoes, exemplos e algumas propriedades

Nesta secao, introduzimos algumas defini¢des, exemplos e resultados gerais. No caso
em que o espaco € finitamente gerado, alguns resultados podem ser encontrados em [/1}/6,
OH11]).

Seja V' um espaco vetorial real. Uma estrutura complexa em V' € uma anti-involucao
J:V — V,isto é, J é um operador linear tal que J? = — Idy . Toda estrutura complexa
J é um automorfismo e, além disso, J~! = —.J. Uma estrutura complexa .J em V induz
uma estrutura de espacgo vetorial complexo em V/, definindo a multiplicagdo por escalar
da seguinte forma:

(a +ib)v = av + bJ(v), (2.1)

onde v € V,a,b € Rei € Cétal que i = —1. O espago vetorial complexo obtido
dessa maneira serd denotado por V;. Observe que os conjuntos subjacentes a V' e a V;
sao iguais. Pela defini¢do em (2.1)),

J(v) = v, (2.2)

paratodov € V.

Exemplo 2.1 (Estrutura Candnica em R*"). Consideremos a decomposi¢do R** ~
R™ @ R™. A aplicacdo Jy: R* — R?" dada por Jo(u,v) = (—v,u) é uma estrutura
complexa em R*", uma vez que .J; é linear e Jg = — IdR2», chamada estrutura complexa
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canénica. A multiplicagio por escalar complexo em R?", induzida por .Jy, é dada por
(a +ib)(u,v) = (au — bv, av + bu). (2.3)

A aplicagdo ®: Rgg — ", definida por ®(u,v) = u + v, é um isomorfismo linear
real, que identifica o espago vetorial complexo ]R?,g := (R?");, com C". Se {e1,...,e,}
denota a base candnica de R", entdo o conjunto

Bj, = {(e1,0),...,(en,0),(0,e1),...,(0,e,)}
= {(e1,0),...,(en,0), Jo(e1,0), ..., Jo(en,0)}

é uma base de R*" e a matriz de Jy nessa base é dada por

0 —-I,
L, 0 )’

sendo /,, a matriz identidade de M (n, R). o

O Exemplo [2.1] pode ser generalizado para espagos vetoriais reais arbitrarios, no lugar
de R?", como é feito no Exemplo

Exemplo 2.2. Dado um espaco vetorial real V', a aplicacdo J: V@V — V & V definida
por J(u,v) = (—v,u) é uma estrutura complexa em V' @ V. A multiplicacdo por escalar
complexo induzida por J € dada pela igualdade em . O espago complexo (V & V),
¢ um dos modelos de complexificagdo de V. o

Exemplo 2.3. Denotemos por R[x] o espago dos polindmios na indeterminada = com
coeficientes em R. A aplicagdo linear J: R[x] — R[z] tal que na base {1,z,2?%, ...} €
dada por J(x?") := z?"t! e J(2?"*1) := —2?" para todo inteiro n > 0, é uma estrutura
complexa em R][z]. o

Exemplo 2.4. Seja W um espaco vetorial sobre C. Denotemos por Wg o espaco vetorial
real obtido de W por restricdo dos escalares ao corpo R. A aplicacdo J: Wr — Wr,
definida por J(w) = iw é uma estrutura complexa em Wp, e, além disso, (Wg) 7=W.
Por outro lado, se V' € um espaco vetorial real e J € uma estrutura complexa em V', entdo

Vir=V. o

Um espago com estrutura complexa é um par (V, J), sendo V um espago vetorial real
e J uma estrutura complexa em V.

Proposicao 2.5. Seja (V, J) um espagco com estrutura complexa. Se BB é uma C-base de
V;, entdo
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1. BN J(B) =0;
2. Be J(B) tém a mesma cardinalidade;
3. o conjunto B; = BU J(B) é uma base de V.

Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que existe v € B N J(B). Assim, existe
u € Btal que v = J(u) = iu, o que € uma contradi¢do, uma vez que {u, v} é linearmente
independente sobre C, ja que {u,v} C B. Logo, BN J(B) = 0, o que mostra o item 1.
Para provar 2., basta notar que a restricdo de J a B é uma aplicagio bijetiva de Bem J(B).
Demonstremos, agora, que B; ¢ uma base de V. Para isso, sejam ay, ..., a,,b1,...,b, €
R tais que

n

> (arvi, + b J (v;,)) =0

k=1
com {v;,,...,v;, } € B. Como J(v;,) = iv;,, por (2.2), a igualdade anterior pode ser

reescrita na forma
n

Z(ak + ibg)v;, = 0.

k=1
Como B é uma C-base de V; segue que ay + iby, = 0 para todo k € {1,...,n}. Pela
igualdade de nimeros complexos segue que ay = b, = 0 para todo k € {1,...,n},
ou seja, B; é um conjunto linearmente independente. Seja v € V. Como os conjuntos
subjacentes a V' e V; sdo iguais e B € uma C-base de V, existem z, = a; + b, € Ce
Vj,,...,0;, € Btais que

n

V= Z 2LV, = Z(akvjk + ka(Ujk))-
k=1

k=1

Logo, v é combinagao linear de elementos de 5, concluindo a demonstragao. 0

A base ordenada B, da Proposigao ¢ chamada base adaptada a J ou base J-
adaptada. Dados V' um K-espaco vetorial e S C V/, denota-se por gerg (.S) o subespago
de V gerado por S.

Corolario 2.6. Se (V, J) é um espaco com estrutura complexa, entdo existe um subespaco
UdeV tal que V =U @ J(U). Em particular, se B é base de U, entdo B’ = BU J(B)
é base de V e dim U = dim J(U).

Demonstracio: Seja B uma base de V. Pela Proposicdo B; = BU J(B) é base
de V. Assim, se U = gerg(B) e W = gerg(J(B)) = J(gerg(B)) = J(U), entdo

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.5, jan/dez 2024, p. - 5



NG

Nt
v i ROTMEISTER, D.; SANTOS, L.
V=UeW =U®® J(U), o que conclui a demonstragao. O

Sejam (V,J) um espago com estrutura complexa e U um subespaco de V' tal que
V = U @ J(U), dado pelo Coroldrio 2.6] Se v € V, entdo existem u,w € U tais que
v=u+ J(w). Assim,

J()=—-w+ J(u) e Ud J(U).

Logo, na decomposicdo V' = U @ J(U), J se escreve como as estruturas complexas dos
Exemplos2.1]e

Sejam (V1, J1) e (Va, J2) espagos com estruturas complexas e 7: Vi — V5, uma trans-
formacao linear. Denotemos por

T: V1) — (Vo) (2.4)

a aplicacdo, entre os respectivos espacos complexos, cuja lei de formagdo é a mesma de 7.
Em geral, T nio é C-linear. De fato, consideremos em R? a estrutura complexa candnica
Jo e a transformagdo linear 7: R?> — R? tal que na base candnica {e;, e;} é dada por:
T(e1) = es e T(ey) = ey. Como T(ier) = Tey) = ey # —ey = iey = i1 (e;) segue que
T ndo é C-linear.

Se R: V} — Ve S: Vo, — Vi sdo aplicagdes, entdo SR: V; — V3 denota a aplicacio
composta de S e R.

Sejam (V1, J1) e (Va, J2) espagos com estrutura complexa. Dizemos que uma trans-
formacao linear 7': V), — V5 é complexa, quando T'J; = J>T, isto €, quando o seguinte
diagrama € comutativo:

Vi —=V,

o

Vi— Vs

O préximo resultado estabelece uma condicao necesséria e suficiente para que 7' seja
C-linear.

Proposicao 2.7. Sejam (Vy, J1) e (Va, Jo) dois espagos com estruturas complexas e T' €
L(V1,V3). A aplicagdo T, definida em , ¢ C-linear se, e somente se, T' é complexa.

Demonstracao: Dado v; € V) segue, da expressao (2.2), que
T(ivy) = TJy(v1) e iT(vy) = JoT(vy).

Portanto, 7' é uma transformagdo C-linear se, e somente se, 7.J;(vy) = JoT'(v;) para todo
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vy € V). |

Proposicao 2.8. Sejam (V1, J1), (Va, J2) e (V3, J3) espagos com estruturas complexas.
1. A aplicagado identidade 1dy, € L(V}) é complexa e, além disso, I/d\v/1 = Idw),,-
2. SeT € L(V1,V2) e R € L(Va,V3) sdo complexas e a € R, entdo

(a) RT € L(V1,V3) é complexa e, além disso, RT = RT.

(b) aR+T € L(V1,V,) é complexa e, além disso, aR + T = aR+T.

(c) T é isomorfismo se, e somente se, ' é isomorfismo.

3. Se Re L)y, (Va)y,), entdo existe uma tinica T € L(Vy,Vs) complexa tal que
T = R. Além disso, R é isomorfismo se, e somente se, T' é isomorfismo.

Demonstracao: As igualdades, na segunda afirmacdo, dos itens 1., 2(a) e 2(b) seguem
direto da defini¢do em (2.4). Como a aplicagdo identidade comuta com qualquer operador
segue, em particular, que comuta com .J; e, assim, Idy, € complexa, o que mostra o item
1. Utilizando que 7" e R sdo complexas juntamente com a associatividade de composi¢ao
de aplicagdes, segue que

(RT)Jy = R(TJ,) = R(J,T) = (RJ,)T = (JsR)T = J5(RT)

e, desta forma, RT é complexa, o que conclui o item 2(a). Para provar 2(b), notemos,
utilizando que 7" e I? sdo complexas juntamente com a distributividade da composi¢dao em
relacdo a adi¢@o de aplicagdes, que

(CLR -+ T)Jl = CL(RJl) —+ TJl = CL(JQR) + JQT = JQ((ZR) + JQT = J2(CLR + T)

Logo, aR + T é complexa. Para o item 2(c), notemos que 7" € bijetiva se, e somente se, T
¢ bijetiva e, assim, se T' é complexa, entdao 1" € isomorfismo se, e somente se, T é isomor-
fismo, pela Proposi¢do Por fim, para mostrar o item 3., seja R € L((V1),,, (V2)5).
Consideremos a aplicagdo 7': Vi — V5, entre os respectivos espagos reais, cuja lei de
formacdo é a mesma de 2. Pela definicdo em , tem-se que T = R e, assim, pela
Proposi¢do T é complexa. Se S € L(V},V3) é complexa e S =R,entdo S =T
e, pela defini¢do em (2.4), segue que S = 7', demostrando a unicidade de 7". A dltima
afirmacéo é consequéncia do item 2(c). O

Sejam (V, J) um espago com estrutura complexa e W um espaco vetorial complexo.
Consideremos em W a estrutura complexa J que € dada pela multiplicagcdo por 7 (veja

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.5, jan/dez 2024, p. - 7
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o Exemplo . Denotemos por Lq(V,Wg) o conjunto de todas as transformacdes R-
lineares de V' em Wy que sdo complexas, isto é, T € Lq(V, W) se, e somente se, 1" é
linear e T'J = JT'. Pela Proposi¢do item 2(b), Lc(V, Wg) é um espago vetorial real.

Corolario 2.9. Os espacos Lo(V,Wr) e L(V;, W) sd@o canonicamente isomorfos, como

espagos vetoriais reais.

Demonstracio: A aplicacdo ®: Lo(V, W) — L£(V;, W) dada por ®(T) = T é bem
definida, pela Proposicio e é linear, pela Proposi¢io 2.8|item 2(b). Além disso, ® é
bijetiva pela Proposi¢do[2.8]item 3. Portanto, ® é isomorfismo. 0

Dizemos que dois espagos com estruturas complexas (V4, J;) e (Va, Jo) sdo isomorfos
quando existe um isomorfismo linear 7': V; — V; tal que T'J; = J5T' e, neste caso,
usamos a notagao (V7, J;) ~ (Va, Jo).

Teorema 2.10. Se (V1,.J;) e (Va, Jo) sdo espagos com estruturas complexas, entdo as

seguintes condicoes sdo equivalentes:
1. Vi eV, sdo isomorfos.
2. (W1, J1) e (Va, Jo) sdo isomorfos.
3. (V1) e (V) y, sdo isomorfos.

Demonstracao: Pelo Corolério existem subespagos Uy, de Vi, k € {1,2}, tais que
Vi = Uy, @ Jx(Uyx). Além disso, se By, é base Uy, entdo Bk‘]’“ = By, U Ji(By) é base de V.
Suponhamos que Vi ~ V5. Assim, U; ~ U,. De fato, se V; e V5 sdo finitamente gerados,
entdo 2dim U; = dimV; = dim V3 = 2dim Us, ja que dim Uy = dim J(Uy) e, assim,
U; ~ U,. Por outro lado, se V] e V, tém dimensao infinita, entdo U; ~ V] ~ V5 ~ Us.
Logo, existe uma aplicacdo bijetiva ¢: By — By. Seja T: Vi — V5 a transformacgao
linear tal que

T(u) = ¢(u) e T(J1(u)) = J2(d(u)), u € By.

Como 7' leva base de V; em base de V5 segue que 1" € isomorfismo. Além disso, para todo
u € Bl,
TI(u) = Jao(¢(w) = JoT'(u)

TJi(Ji(u) = =T(u) = —¢(u) = Jo(J2(¢(u))) = ST (J1(u)).

Logo, T'J; e JoT sdo lineares e coincidem na base 15"1] ! e, assim, 1T'J; = JoT'. Portanto,
(Vi, J1) e (Va, J2) sdo isomorfos, o que mostra que 1. implica 2.
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Suponhamos que (V3, J;) e (V2, J3) sdo isomorfos e seja 7: V; — V5 isomorfismo
tal que 7J; = J,T'. Pela Proposigﬁo item 2(c), T: (Vi);, — (Va),, é isomorfismo
(C-linear, mostrando que 2. implica 3.

Por fim, para mostrar que 3. implica 1. seja By, base de (Vy),,, k£ € {1,2}. Pela
Proposi¢do (By), € base de Vi.. Se (V1);, ~ (V2),,, entdo existe uma aplicacdo

~

bijetiva ¢: By — Bs. Logo, ¢: (B1), — (Bs), definida por

o(u) = p(u) e 6(J1(u) = Jo(d(u)), u € B,

€ uma aplicagdo bijetiva, o que mostra que V; e V5 sdo isomorfos e conclui a demonstra-
cdo. 0

Corolario 2.11. Se (V, J) é um espagco com estrutura complexa, dimV = 2n, e Jy é a

estrutura complexa canonica de R?", entdo
1. (V,J) e (R*, Jy) sdo isomorfos.

2. Ve C" sdo espagos complexos isomorfos.

3 Existéncia e unicidade de estruturas complexas

O objetivo principal, nesta se¢do, € caracterizar os espagos vetoriais reais que admitem
alguma estrutura complexa e discutir o problema de unicidade de estrutura complexa
num espaco vetorial real. Alguns resultados, para espagos de dimensao par, podem ser
encontrados em [|1,/6,9,(11]].

Teorema 3.1. Se V' é um espaco vetorial real, entdo as seguintes afirmacoes sdo equiva-
lentes:

1. 'V admite uma estrutura complexa.
2. Existem subespacos Uy e Uy de V tais que V = U, & Uy com Uy =~ U,.

3. Existe uma base B de V' que pode ser decomposta numa unido disjunta B = B, UB,
tal que By e By tém a mesma cardinalidade.

Demonstracdo: A condigdo 1. implica 2., pelo Coroldrio[2.6] Para mostrar que 2. implica
3., sejam B; uma base de Uy e T' € L(U;,Us) um isomorfismo. Assim, o conjunto
By := T(B;) tem as seguintes propriedades: é uma base de U, (pois isomorfismo leva
base em base), tem a mesma cardinalidade de B; (jd que a restri¢do T'|g,: By — Bg é

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.5, jan/dez 2024, p. - 9
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bijetiva) e B; N By = () (visto que U; N Uy = {0}). Além disso, B = B; U B, é uma
base de V. Por fim, suponhamos que vale a condicdo 3. Seja B uma base de V' que se
decompde numa unido disjunta B = B, U B, tal que B; e B, t&ém a mesma cardinalidade.
Seja £: By — By uma aplicagao bijetiva. A transformacdo linear J: V' — V tal que

J(v):{ £(v), se veEbB

—£Hv), se v e By

€ uma estrutura complexa em V', o que conclui a demonstragao. 0

Teorema 3.2. Seja V' um espaco vetorial real.

1. Se 'V ¢ finitamente gerado, entdo V' admite uma estrutura complexa se, e somente

se, V tem dimensdo par.
2. Se V tem dimensdo infinita, entdo V' admite uma estrutura complexa.

Demonstracdo: O item 1. é consequéncia direta do Teorema [3.1] Para o item 2., seja
B uma base de V. Como B € um conjunto infinito, existem subconjuntos disjuntos
Bi,By C B tais que |By| = |By| e B = By U Bsy. Portanto, pelo Teorema V ad-
mite uma estrutura complexa. 0

Denotemos por R: C — R a aplicagdo parte real, isto é, R(a + ib) = a para todos
a,b e R.

Dados um ntimero inteiro positivo n e um espaco vetorial real V' de dimensdo 2n,
existe, pelo Teorema uma estrutura complexa J em V. Além disso, vale o seguinte
resultado.

Corolario 3.3. Se (V,J) é um espaco com estrutura complexa, dim'V = 2n, B é uma
base de Vj e T € L(V) é complexa, entdo as matrizes de J e de T na base ordenada B

s, = (IO ‘OI) e [Tls, = (if ;f)

sendo X eY matrizes com entradas reais tais que [Tz = X + Y. Além disso,

sdo dadas por

1. tr([T]s,) = 2R(tr([T]s))-

2. det([T]g,) = | det([T]5)[*

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.5, jan/dez 2024, p. - 10
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Demonstracao: A primeira afirmacao segue da definicdo da base B;. O item 1. € con-
sequéncia da forma da matriz [T]5,, em fungdio de [T]s. Para mostrar o item 2., notemos
que, para cada j € {1,...,n}, multiplicando a linha n + j, de [T]3,, por i e somando a
linha j e, depois disso, multiplicando a coluna j, da matriz obtida no passo anterior, por

—i¢ e somando a coluna n + j obtemos

X+iy 0o \ (s 0
Y X-iv) \v [T

Como essas operagdes ndo alteram o determinante, tem-se

e (T O o (P TS — aea
det([T]g,) = det ( v m}g) = det([T]p)det([T]s) = | det([T]s)|",

concluindo a demonstracao. 0

Em geral ndo se tem unicidade de estrutura complexa num espaco vetorial. De fato, se
Jo é a estrutura candnica de R?", entdo —.J; é uma estrutura complexa em R?", diferente
de Jy. Por outro lado, o automorfismo 7': R?*" — R*" definido por T'(u,v) = (u, —v) é
tal que JoT' = T'(—.Jy). Logo, os espagos (R?", .Jy) e (R*", —.Jy) sdo isomorfos, isto &,
as estruturas Jy e —Jy s@o equivalentes, no seguinte sentido: dizemos que duas estruturas
complexas J; e Jy, num espaco vetorial V', sdo equivalentes quando os espagos (V, .J;)
e (V, J2) sdo isomorfos. Como consequéncia direta do Teorema temos o seguinte
resultado:

Teorema 3.4. Duas estruturas complexas num mesmo espaco vetorial real sdo equiva-

lentes.

4 O conjunto das estruturas complexas como espaco ho-

mogéneo

E bem conhecido que para espacos vetoriais reais de dimensdo par, o conjunto das
estruturas complexas se identifica com um espaco homogéneo do grupo linear geral (veja
[9,11]). Nesta secao, generalizamos este resultado para espacos vetoriais reais de dimen-
sdo infinita e expomos demonstracdes detalhadas para espacos de dimensao par.

Dado um espago vetorial V', denotemos por G1(V') o grupo dos automorfismos de V/,
com a composicio de aplicagdes. No caso em que (V,.J) é um espago com estrutura
complexa, denotemos por 7 (V') o conjunto das estruturas complexas em V' e por G(V, J)
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o subconjunto de G1(V") definido por
G(V,J) = {g € GI(V) : g = Jg}.
Lema 1. Se (V, J) é um espaco com estrutura complexa, entdo:
1. ¢Jo™t € J(Vy), se ¢: V — Vi é um isomorfismo.
2. gJgt € J(V) para todo g € GI(V).
3. G(V,J) é um subgrupo de G1(V).
4. G(V,J) e Gl(Vy) sd@o grupos isomorfos.

Demonstragdo: O item 1. segue de ¢Jop~! € GI(V}) e (pJp1)? = ¢ J?¢ ! = —Idy;;
e 2. € um caso particular de 1. Por fim, os itens 3. e 4. s3o consequéncias diretas da
Proposi¢ao[2.§] O

Consideremos a aplicagcdo
a: GIV)x J(V)—=JTV), (g,J) — gJg . (4.1)

Pelo Lema[I] o € bem definida e, além disso, vale o seguinte resultado.

Teorema 4.1. A aplicagdo «, definida em ({-1), é uma agdo transitiva de GI(V') em J (V).
Além disso, dado J € J (V') o grupo de isotropia de J é G(V,J). Em particular, existe
uma bijecdo entre J (V') e o conjunto das classe laterais GL(V')/ G(V, J).

Demonstracao: Notemos que « tem as seguintes propriedades:
s a(ldy,J) =1dy JIdy' = J, e
* algh,J) = (gh)J(gh)™" = g(hJh™")g™" = ga(h, J)g~" = a(g, a(h, J)).

Logo, a é uma acdo de GI(V) em J (V). Além disso, dados J;, Jo € J(V) segue, do
Teorema 2.10} que existe g € GI(V) tal que a(g, J1) = gJ1g~' = J2, 0 que mostra que «
¢ transitiva. Fixando J € J(V'), o grupo de isotropia de .J, GG, é por definicdo

Gr={geGV):gJg ' =J}={g€GlV):gJ=Jg}=GV,J]).

Por fim, a bijecdo entre os conjuntos J (V') e GI(V))/ G(V, J) é um resultado geral
(veja, por exemplo, [13]], Proposi¢do 2.19). Para uma demonstracao disto, basta notar
que a aplicagdo ¢: GI(V)/ G(V,J) — J(V) definida por ¢(g G(V, J)) = gJg~' é uma
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bijecdo. De fato, para mostrar que € bem definida sejam g; e g, dois elementos que repre-

sentam a mesma classe lateral. Assim, g, "g1 € G(V,J). Logo, (g5 g1)J(95'91) " = J,

implicando que

o1 GV, J)) =q1Jgr ' = g2Jg5" = d(g2 G(V, J)).

Sejam, agora, g; e go tais que ¢(g, G(V, J)) = ¢(g2 G(V, J)). Assim, g, ‘g1 € G(V,.J),
isto é, g1 G(V, J) = go G(V, J), mostrando que ¢ & injetiva. Por fim, a sobrejetividade de
¢ segue da transitividade da agdo. 0

Se V. = R*" e Jy ¢ a estrutura complexa canonica em R*", entio R3" ~ C" (veja
o Exemplo e, consequentemente, GI(R3?) ~ GI(C") ~ Gl(n, C). Denotando por
[Jo] a matriz de J na base Bj, de R*" (veja o Exemplo , consideremos o seguinte
conjunto de matrizes em Gl(2n, R),

G(2n,Jy) = {A € GI(2n,R) : A[Jo] = [Jo]A}.
O conjunto G(2n, Jy) é um subgrupo de G1(2n, R) e, pelo Lemall]
G(2n, Jo) ~ G(R*™, Jy) ~ GI(RY") ~ Gl(n, C), (4.2)

isto é, Gl(n, C) ¢ identificado com o subgrupo G(2n, .Jy) de Gl(2n,R) e, além disso,
G(2n, Jy) € descrito como no seguinte resultado.

Proposicao 4.2. Vale a seguinte igualdade

G(2n, Jo) = { <§ ;f) € GI(2n,R) : X,Y € M(n,]R)} |

Demonstracdo: Dado A € G(2n,Jy), escreva A = (Y -

X Z), com X.Y,Z W €

M(n,R). Assim,

(Z _X> = AlJo] = [Jo]A = (‘Y _W> '
w =Y X Z

Logo, Z = —-Y eW = X, isto é,
A= (X Y
Y X

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.5, jan/dez 2024, p. - 13
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Reciprocamente,
X -Y 0 L,y (=Y =X\ [0 —I, X -Y
y x )\, o) \x —-vy/) \1, o0 Y X )’
concluindo a demonstracao. 0

Pelas expressoes em (4.2) existe uma identificacéo entre os grupos Gl(n, C) e G(2n, Jp).
Utilizando a Proposi¢do 4.2 uma identificacio é dada no seguinte resultado.

Proposicao 4.3. A aplicacdo ©: Gl(n,C) — G(2n, Jy) dada por

B(X + i) = <§ _;/)

€ um isomorfismo de grupos.

Demonstracdo: Notemos, inicialmente, que se X, Y, Z, W € M (n,R), entdo

(X +iYV)Z+iW)=XZ YW +i(XW +Y2)

X -Y\(z -W\ (XZ-YW —(XW+YZ)
Y X w z ) \Xw+YvYZz XZ-YW |’

Logo, dados X, Y € M (n,R) segue que X + Y & invertivel se, e somente se,

()

¢ invertivel, isto é, ® é bem definida e sobrejetiva. Além disso, pelas duas igualdades
acima
O((X 4+ 1Y) (Z+iW)) = &(X +iY)D(Z + W),

0 que mostra que ¢ é homomorfismo de grupos. Por fim, se ®(X + iY") é a matriz iden-
tidade, entdo, por definicdo de @, tem-se que X = [,, e Y = 0, isto é, o niicleo de P é
trivial e, assim, ® € injetiva. Portanto, ¢ € isomorfismo de grupos. O

Corolario 4.4. Sejam V e V)| espacos vetoriais reais. Se V e Vi sdo isomorfos, entdo
existe uma aplicacdo bijetiva entre J (V') e J(V1). Em particular, se dim' V' = 2n, entdo
existe uma bijecdo entre J (V') e G1(2n,R)/ Gl(n, C).
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Demonstracio: Seja ¢: V — V; um isomorfismo. Pelo Lemal[l] a aplicagdo ®: J (V) —
J (V1) dada por ®(J) = ¢Jp~! é bem definida. Além disso, ¥: J(V;) — J(V) dada
por U(J,) = ¢~ 1J,¢ € inversa de P, o que mostra que P é uma bijec¢do. A dltima afirma-
¢do € consequéncia da primeira, do Teorema[.1|e da Proposi¢do 4.3 0

5 Induzindo estruturas complexas

Um dos objetivos nesta secdo € construir estruturas complexas em alguns ambien-
tes diferentes, a partir de estrutura(s) complexa(s) dada(s). No caso em que o espaco é
finitamente gerado, alguns resultados podem ser encontrados em [5, 9.

Proposicao 5.1. Se (V, J) é um espaco com estrutura complexa e V* é o dual de V', entdo
a aplicagdo transposta J*: V* — V*, dada por J*(§) = £.J, é uma estrutura complexa
em V™.

Demonstrag¢io: Basta notar que J* é linear e (J*)?(¢) = £J? = —¢, paratodo & € V*. [

Proposicao 5.2. Se (V1,J1) e (Va, Jo) sd@o espacos com estruturas complexas, entdo a
aplicacdo J: Vi ®Vy — Vi &V, dada por J(vy,vq) := (J1(v1), J2(v2)), € uma estrutura
complexa em Vy; & V5.

Demonstrac¢io: Basta notar que J € linear € J?(vy, v) = (JZ(v1), J2(v2)) = —(v1, v2),
paratodos v; € Vi ewvy € V. O

O conceito que serd apresentado a seguir, denominado estrutura complexa generali-
zada, foi introduzido por Nigel Hitchin em [[7] e posteriormente desenvolvido por Marco
Gualtieri em [5]. Uma de suas vantagens consiste em estudar Geometrias Complexa e
Simplética em um ambiente comum. A seguir, apresentamos a definicdo para espacos
vetoriais. Um tratamento mais detalhado pode ser encontrado nos Capitulos 2 e 4 de [3].

Seja V' um espago vetorial real. Consideremos o espago V' @ V* munido da seguinte
forma

((u,€), (v,m)) == &(v) +n(uw),
onde u,v € Ve,ne V* Aforma (-, ) é bilinear, simétrica e ndo degenerada.

Proposicao 5.3. Se ¢: V' — V é linear, entdo o operador ®: V& V* — V G V* definido

por
®(u,§) = (=¢(u), ¢°(£)),

sendo ¢* a transposta de ¢, € linear e antissimétrico em relacdo a forma (-, -).
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Demonstracao: A aplicacao @ € linear, uma vez que suas coordenadas sdo lineares. Além
disso, dados (u,&) e (v,n)em V & V*,

(@(u, &), (v,m)) = ((=0(u),d7(£)), (v,n)) = ¢*(§)(v) — n(d(w))
= —&(=0(v)) = ¢"(n)(u) = —{(u, &), (=¢(v), ¢"(n)))
= ((u,8), =®(v,7)).

Logo, ® é um operador antissimétrico, em relagdo a forma (-, -). 0

Uma estrutura complexa generalizada em V' é uma estrutura complexa J em V& V'*
tal que J ¢ antissimétrica, em relagdo a forma (-, -). Pela Proposic¢do uma estrutura
complexa em V' induz uma estrutura complexa generalizada em V.

Proposicao 5.4. Se (V,J) é um espaco com estrutura complexa, entdo J;: V @& V* —
V@& V*, definida por J;(u, &) = (—J(u), J*(§)), € uma estrutura complexa generalizada
emV.

Demonstracao: Como —.J e J* sdo estruturas complexas em V' e V'*, respectivamente,
pela Proposicdo [5.1] segue, da Proposicdo [5.2] que J; é uma estrutura complexa em
V @ V*. Além disso, J; € antissimétrica, em rela¢do a forma (-, -), pela Proposi¢do
Portanto, 7; € uma estrutura complexa generalizada em V. O

Uma estrutura simplética em V' é uma forma bilinear, antissimétrica e ndo degenerada
w: V xV — R. Um espaco com estrutura simplética é um par (V,w) em que V ¢
um espago vetorial real e w é uma estrutura simplética em V. Seja (V,w) um espaco
com estrutura simplética. Consideremos a aplicacdo linear w,: V' — V* definida por
wi(u)(v) = w(u,v). Como w é ndo degenerada, segue que w, ¢é injetiva. Além disso, se
V' € finitamente gerado, entdo w, é um isomorfismo. Neste caso a inversa w, Ly 5V
é dada por £(u) = w(w; *(€),u), paratodosu € Ve & € V*,

Proposicao 5.5. Se (V,w) é um espagco com estrutura simplética, sendo V finitamente ge-
rado, entdo a aplicacdo J,,: V&V* — VOV*, definida por J,,(u, &) = (—w; 1 (€), ws(u)),

*

é uma estrutura complexa generalizada em V.

Demonstracdo: Se (u, &) € V @ V*, entdo

T3 (w,8) = Tu(—w (), wi(w)) = (—w (wi(w)), —wi(w ' (€))) = —(u, §).

Logo, J,, é uma estrutura complexa em V' & V*. Além disso, dados (u,¢) e (v,n) em
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V & V*, tem-se

(To(u. ), (v.m) = ((=w; (€), wi(u)), (v,7)
= w(u,v) —wlw, " (n),w, " (§
= —{w()(u) = &, (n

= <(u> 5)? _jW(Uv 77)>

)) = —{W(U,U) w(w, (&), w ()}
—((1,8), (—w, " (), wi

4
N— ~
N—

)=
)}

Portanto, 7,, é antissimétrica, em relacdo a forma (-, -), o que conclui a demonstragéo. [

Observacao 5.6. Utilizando a linguagem da dlgebra linear simplética é possivel caracte-
rizar as estruturas complexas generalizadas em V' por meio de subespacos isotropicos do
complexificado (V & V*) ® C (vide [, Proposition 4.3]).

Considerando C como espago vetorial real, tem-se que a aplicagdo ¥, definida na
Pégina[I0] € linear.

Proposiciao 5.7. Se (V,J) é um espaco com estrutura complexa, entdo a aplicagdo
¢ (Vi)x — V* dada por o(f) = Rf, é um isomorfismo entre os espagos (Vy)y,J) e
(V*, J*). Em particular, ¢: (V;)* — (V*),+ é um isomorfismo candnico.

Demonstracao: Como } € linear segue que ¢ é linear. Se f € (V;)5, f # 0, entdo existe
v € Vytal que f(v) = 1. Assim, ¢(f)(v) = R(f(v)) = 1, o que mostra que f ndo estd
no nicleo de ¢ e, assim, ¢ é injetiva. Dado g € V*, sejag: V; — C a fungio definida por
g=g—1igJ.Sev € V,entdo

g(iv) = g(J(v)) = g(J(v)) —ig(J*(v)) = gJ(v) +ig(v) = i(g(v) —igJ (v)) = ig(v).

Assim, g € (V)*, ja que g é R-linear. Como g(v) e g(J(v)) sdo ndmeros reais, para todo
v € V, segue que ¢(g) = g. Logo, ¢ é sobrejetiva.
Além disso, para todos v € Ve f € (V;)*, como J(f) = if, segue que

Jo(f)w) = R(FT)(v) = R(f(iv)) = R(if(v)) = RI(f)(v))

[
=

N
—~
=
=

[
<
=~
=
=
:_/

isto é, J*¢ = ¢.J. Portanto, ¢ é um isomorfismo entre 0s espacos (V)x, J)e (V*,J%).
Em particular, ¢: (V;)* — (V*);« é isomorfismo, pela Proposigéo O

Teorema 5.8. Sejam (V,.J) um espaco com estrutura complexa e X um conjunto ndo
vazio. Se £: X — V é uma aplicacdo bijetiva, entdo
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1. Existe uma tinica estrutura de espaco vetorial real em X tal que & é um isomor-
fismo.

2. Existe uma unica estrutura complexa J, em X tal que J§ = £ J,.

3. X, e Vj sdo isomorfos como espagos vetoriais complexos.

Demonstracao: Dados z,y € X e a € R, defina

vty :=E (@) +E) e a ai=E" (af(2)).

Assim,
f(r+y)=¢&(x) +E&(y) e &la-x) = al(x)

para quaisquer x,y € X e a € R. Isso define uma estrutura de espacgo vetorial em X e,
além disso, £ € um isomorfismo. Sejam @ e ©® operagdes de adi¢do e multiplicacdo por
escalar, respectivamente, em X, tais que £ € isomorfismo. Se z,y € X e a € R, entdo

§lz+y) =&(@) +&y) =Erdy) e fa-x)=af(r) =E(aO ).

Como ¢ € injetiva segue que x +y = r dyea-xr = a ® y, o que implica na uni-
cidade das operagdes e demonstra o item 1. Para mostrar o item 2., basta notar que J,
definida por J, = £71J¢ é uma estrutura complexa em X com a propriedade enunciada.
De fato, J? = £71J%¢ = —Idx . Além disso, se H € L(X) é tal que EH = J¢, entdo
H = ¢71J¢ = J,. Por fim, o item 3. segue de 1., 2. e do Teorerna O

A Proposigao[5.9|estabelece uma condi¢@o suficiente para que uma estrutura complexa
num espago vetorial V' induza uma estrutura complexa num subespaco U e no espaco
quociente V/U.

Proposicao 5.9. Se (V, J) é um espaco com estrutura complexa e U é um subespago de V.,
invariante por J, entdo J induz uma estrutura complexa em U e uma estrutura complexa
no espago quociente V/U.

Demonstracio: Como U é invariante por J, segue que a restricdo J|y: U — U é bem
definida. Além disso, (J|y)? = J%|y = —Idy |y = —Idy . Logo, J|y é uma estrutura
complexa em U, o que mostra a primeira afirmacdo. Para a segunda, consideremos a
aplicacdo quociente .J: V/U — V/U dada por J(7) := J(v), sendo  a classe lateral de
v € V. A boa definicdo de .J segue da invaridncia de U por .J e a linearidade segue das
propriedades das operagdes em V/U. Além disso, (J)? = J2 = —Idy = — Idy,y, 0 que
prova que J é uma estrutura complexa em V//U e conclui a demonstragio. U
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Proposicao 5.10. Sejam (V1, J1) e (Va, J3) espacos com estruturas complexas. Se ¢: Vy —
Vy é uma transformagdo linear complexa, isto é, ¢.J1 = Jo¢, entdo Jo induz uma estrutura

complexa no espaco quociente Vo /p(V7).

Demonstracao: Como ¢ € complexa, tem-se J>(p(v)) = Jop(v) = ¢ J1(v) = ¢(J1(v)) €
¢(V1), para todo v € Vi. Logo, ¢(V;) € invariante por J,. Pela Proposi¢do[5.9] J, induz
uma estrutura complexa em V5 /o (V}). O

Seja V' um espaco vetorial real. Consideremos os espacos dual V'* e bidual V** de V.
A aplicacdo
Q:V = V™ dadapor Q(v) =, (5.1)

onde v*: V* — R € o funcional de avaliagdo em v, isto é, Q(v)(£) = v¥(¢) = £(v),
para todos ¢ € V* e v € V, é uma transformacdo linear injetiva. Logo, o espaco V'
¢ identificado com o subespago (V') de V**. Se V ¢ finitamente gerado, entdo (2 é
isomorfismo e, assim, (V) = V**. Caso contrério, {2(V') é um subespago proprio de
V** (vide [12, Theorem 3.12, p. 97]).

Teorema 5.11. Se (V, J) é um espaco com estrutura complexa, de dimensdo infinita, en-
tdo J induz uma estrutura complexa no espago quociente V**/Q(V'), sendo Q a aplicagdo
definida em .

Demonstracio: Pela Proposi¢do[5.1] J induz uma estrutura complexa J**, em V**, dada
por J*(¢) = @ J*. Além disso,

(SR ©)(E) = (Qv)J)(E) = Qv)(J(§)) = (€))(v) = E(J (v))
= QJ(0))(E) = (2 (0))(&),

para todo £ € V*, o que implica em J*Q(v) = QJ(v), para todo v € V. Logo,
J**Q = Q.J. Portanto, pela Proposi¢do[5.10] J** induz uma estrutura complexa no espago
quociente V**/Q(V). O

E usual escrever V no lugar de Q(V), pela identificacio V ~ Q(V), e considerar
V' como um subespago de V**. Com essa notagdo, pelo Teorema [5.11] uma estrutura
complexa em V' induz uma estrutura complexa em V** /V, se V' é de dimensdo infinita.

No caso em que £ é um espaco vetorial topoldgico sobre os reais, uma estrutura com-
plexa em E é um operador linear continuo J tal que J> = —Idg. Neste caso, o dual
topolégico de E, denotado por E’, é o conjunto dos funcionais lineares continuos em F
e o bidual topoldgico, denotado por E”, € o dual topoldgico de E’. Em contraste com o
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Teorema nem todo espaco vetorial topoldgico de dimensdo infinita admite uma es-
trutura complexa. De fato, na década de 1950, Jean Dieudonné exibiu, em [2], um espago
de Banach de dimensao infinita que ndo admite estrutura complexa. A ideia € usar um
espaco de Banach real F, construido por Robert Clarke James (vide [3}, p.185]), tal que a
dimenséo do espago vetorial topoldgico real E”/E é igual a 1. Por outro lado, Dieudonné
mostrou que se £ admite alguma estrutura complexa, entéo o espago quociente E”/E é
um espago vetorial complexo ndo trivial e, portanto, a sua dimensao real € maior ou igual
do que 2. Portanto, o espaco de Banach F, construido por James, ndo admite estrutura
complexa. No entanto, nos espacos de Banach cldssicos ¢o(IN, R), C([0, 1], R), £,(IN, R),
1 <p < +4o0,e LP([0,1],R), 1 < p < 400, existe uma tnica estrutura complexa, a
menos de equivaléncia (vide [4} Corollary 29]).

6 Conclusao

O trabalho organizou resultados conhecidos relacionados a estruturas complexas em
espagos vetoriais reais, contribuindo com demonstracdes completas, mostrando, inclu-
sive, que alguns deles continuam vélidos no contexto algébrico de dimensao infinita. Em-
bora pouco usual em textos introdutérios de Algebra Linear, fizemos uma descricdo do
conjunto das estruturas complexas como espaco homogéneo do grupo linear geral. Além
disso, abordamos como construir estruturas complexas em alguns ambientes diferentes a
partir de estruturas complexas conhecidas, proporcionando ao leitor sugestdes de alguns
possiveis topicos avangados e atuais de estudos que envolvem os conceitos aqui tratados.
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