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Resumo. Alguns livros de histéria da matemadtica assentam que a descoberta de grande-
zas incomensurdveis, por volta do século V, antes da Era Comum, esteve seguida de uma
crise de fundamentacdo ldgica nas estruturas da matemdtica. Notamos, a partir de algu-
mas publicacdes e artigos, que essa crise de fundamentos talvez tenha sido um equivoco
ou ma interpretacdo dos escritos da antiguidade, pois, caso tenha ocorrido, ela ndo alterou
os rumos das descobertas gregas. A solucdo proposta por Eudoxo decorre da evolugdo dos
estudos que estavam em curso e, dois milénios depois, serviu como base para a constru¢io
dos cortes de Dedekind, basilar a concep¢do do conceito rigoroso de nimeros reais (ra-
cionais e irracionais). Esse trabalho de pesquisa bibliogréfica tem o intuito de revisitar e
retomar, a partir do cardter histérico matemaético, as principais ideias que despontaram com
o surgimento das grandezas incomensurdveis e suas particularidades, desde a antiguidade
grega, passando por sua consumacio que culminou na ideia formal de ndmeros irracio-
nais até chegarmos a atualidade. Como contribui¢do principal desse trabalho, destacamos
a apresentacdo de novas perspectivas e enfoques do tema em voga a partir de olhares lan-
cados ao passado por intermédio dos fatos histdricos, possibilitando compreender como se
deram os encadeamentos de ideias no percurso temporal, contribuindo com a ampliagdo da
compreensdo dos objetos e conceitos matematicos na atualidade.
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Abstract. Some books on the history of mathematics argue that the discovery of incommea-
surable quantities, around the 5th century, before the Common Era, was followed by a crisis
of logical foundations in the structures of mathematics. We noticed, from some publicati-
ons and articles, that this fundamental crisis may have been a mistake or a misinterpretation
of ancient writings, because, if it had occurred, it did not alter the rumors of Greek disco-
veries. Eudoxo’s proposed solution stems from the evolution of studies that were ongoing
and, two millennia later, served as the basis for the construction of Dedekind’s cuts, basic
to the conception of the rigorous concept of real numbers (rational and irrational). This
bibliographical research work aims to revisit and resume, from the historical mathematical
character, the main ideas that emerged with the emergence of incommensurable quantities
and their particularities, from Greek antiquity, through their consummation that culminated
in the formal idea of irrational numbers until we reach the present day. As the main con-
tribution of this work, we highlight the presentation of new perspectives and approaches
to the topic in vogue based on looks at the past through historical facts, making it possi-
ble to understand how the chains of ideas took place over time, enabling the expansion of
understanding of mathematical objects and concepts today.

Keywords. Commensurable, incommeasurable, irrational.

Resumen. Algunos libros de historia de las matematicas sostienen que el descubrimiento
de magnitudes inconmensurables, alrededor del siglo V antes de la Era Comuin, fue seguido
por una crisis de fundamentacién l6gica en las estructuras de las matematicas. Observamos,
a partir de algunas publicaciones y articulos, que esta crisis de fundamentos tal vez haya
sido un error o una mala interpretacion de los escritos de la antigiiedad, ya que, en caso
de haber ocurrido, no alteré el curso de los descubrimientos griegos. La solucién propu-
esta por Eudoxo surge de la evolucién de los estudios que estaban en curso y, dos milenios
después, sirvié como base para la construccién de los cortes de Dedekind, fundamenta-
les para la concepcién del concepto riguroso de niimeros reales (racionales e irracionales).
Este trabajo de investigacion bibliogréfica tiene como objetivo revisitar y retomar, desde el
caricter histérico matemadtico, las principales ideas que surgieron con la aparicion de las
magnitudes inconmensurables y sus particularidades, desde la antigua Grecia, pasando por
su culminacién que result6 en la idea formal de nimeros irracionales hasta llegar a la actu-
alidad. Como contribucion principal de este trabajo, destacamos la presentacién de nuevas
perspectivas y enfoques del tema en cuestion a partir de miradas al pasado a través de los
hechos histéricos, lo que permite comprender cémo se dieron los encadenamientos de ideas
en el transcurso del tiempo, contribuyendo a la ampliacién de la comprension de los objetos
y conceptos matemaéticos en la actualidad.

Palabras clave. Commensurable, inconmensurable, irracional.
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1 Introducao

Todo ndmero racional ndo nulo é expresso como a razdo de dois nimeros inteiros nao
nulos. Por isso esses nimeros sdo chamados de racionais. Segundo Ledo (2019), uma
propor¢ao chamada pelos gregos de Aovyos (logos), “razdo”, € a solu¢do de uma divisdo
sem restos de dois inteiros nao nulos. Os gregos tinham conhecimento de medidas por
eles chamadas de aA\oyog, “sem razio”, cuja traducgdo para o latim € inrationalis, que deu
origem a palavra irracional.

As grandezas irracionais nao podem ser representadas pela razdo de dois inteiros nao
nulos. Segundo Garbi (2007), a matemadtica da Grécia Antiga estava imersa em constru-
¢oes geométricas, sendo que os objetos de estudos matemdticos dos gregos antigos eram
embasados em construgdes geométricas. As razdes para os gregos eram construidas atra-
vés da comensurabilidade, que € a ideia da existéncia de uma medida comum entre duas
medidas de mesma grandeza (magnitudes). Contudo, quando duas medidas de mesma
grandeza, por exemplo as medidas de dois segmentos (ou duas dreas ou dois volumes) ndo
podem ser expressas por uma medida em comum, diz-se que elas sdo incomensurdveis.
No livro X de Os Elementos, a primeira definicdo dada por Euclides é: “Magnitudes sdo
ditas comensurdveis as que sdo medidas pela mesma medida, e incomensuraveis, aquelas
das quais nenhuma medida comum € possivel produzir-se” (EUCLIDES, 2009, p. 353).

A descoberta de medidas de grandezas incomensurdveis acarretou desenvolvimentos
nas pesquisas matematicas e novas abordagens para problemas matemaéticos, como du-
plicacdo de dreas, relagdes entre segmentos notdveis de poligonos e s6lidos geométricos.
Vejamos, a partir dos fatos histéricos, como esta descoberta acabou culminando no de-
senvolvimento formal da defini¢do de niimero real (racional e irracional).

2 Comensuraveis e incomensuraveis

Para Eves (2004), os primeiros povos a terem um registro sistematico sobre nimeros fo-
ram os sumérios, essa civilizac¢ao foi a criadora de um sistema eficiente de escrita. Suas
escritas eram feitas em tabletes de argila cozida e moldada em forma de cunha, esse ma-
terial € encontrado conservado, mais de dois milénios apds sua confeccdo. Em um tablete
nomeado de YB-7289, conforme a Figura[I] é apresentado o desenho de um quadrado e
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sua diagonal, com uma numerac¢do sexagesimal suméria que quando convertida a valo-
res decimais obtém-se 1,414213. Esse valor é uma 6tima e surpreendente aproximagao
com seis casas decimais exatas, para o nimero que hoje sabemos ser irracional e que
conhecemos como /2.

Figura 1: Tablete cuneiforme YB-7289

30

1,24,51,10
42,25,35

Fonte: Tatiana Roque, (2012).

A civilizacdo egipcia nasceu e floresceu as margens do rio Nilo, eles desenvolveram
uma matemadtica avangada e empirica. Os problemas que os egipcios se deparavam eram
relacionados a questdes praticas do cotidiano. Mastin (2010), apresenta um dos problemas
expostos no papiro de Ahmes: “Dividir 3 pdes entre 5 pessoas?” A solu¢do dos egipcios:
primeiro pegue dois paes e os divida em 3 partes, o que dad 6 pedacos de 1/3; o outro
pao, o divida em 5 partes; repartindo esses pedacos, cada pessoa ficard com 1/3 + 1/5,
porém sobra um pedago de 1/3, esse pedago € dividido em 5 partes, assim temos (1/3) :
5 = 1/15. Logo cada pessoa recebe 1/3 + 1/5 + 1/15 = 9/15, simplificando 3/5.
Atualmente resolvemos esse problema de forma direta, pois possuimos um sistema de
numeracao eficiente para contar. Tendo trés paes, dividi-los com 5 pessoas, entdo cada
pessoa recebe 3/5 de pdo. Alguns procedimentos empiricos dos egipcios, acabavam por
tornar algumas de suas solucdes mais intricadas que as atuais.

Os registros escritos dos egipcios eram feitos em rolos de papiros, uma fibra vegetal
que se deteriora com o tempo, muitos deles se perderam, os que sobreviveram trouxeram
aos estudiosos modernos problemas referentes a divisdes, dreas e volumes.

Para Launay (2019), a matematica desenvolvida pelos sumérios e egipcios era com-
plexa, suas resolugdes eram feitas por métodos empiricos que também exigiam criativi-
dades. O denominador comum da matematica dessas civilizagdes € o empirismo.

Para Boyer (2012), no século VII AEC, os gregos iniciaram o desenvolvimento da
matematica que hoje € denominada de matematica dedutiva axiomatica. O desenvolvi-
mento trilhou caminhos dedutivos com o intuito de desenvolver o conhecimento pelo
conhecimento, o empirismo foi descartado e o desenvolvimento matematico se tornou um
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exercicio intelectual.

Diferentemente dos outros povos, os gregos definiam seus objetos de estudos emba-
sados no intelecto e organizado segundo uma légica dedutiva. A geometria € um exemplo
da exteriorizac@o desses objetos idealizados intelectualmente e que ndo t€ém, necessaria-
mente, uma existéncia fisica material. As operacdes matematicas eram soldveis por meio
de construcdes geométricas, feitas por régua sem escala e compasso. Talvez pela falta de
uma simbologia matematica apropriada ou por serem embasadas sobre verdades simples,
essas construgdes geométricas lograram desenvolvimento.

Para Roque (2012), o desenvolvimento da matemaética dedutiva segundo fontes antigas
inicia-se com Tales de Mileto. O teorema das proporcdes ou simplesmente teorema de
Tales, possibilitou aos gregos fazerem contas aritméticas utilizando segmentos de retas.
Por exemplo: tome dois segmentos de retas DI e E'H perpendiculares no ponto £, com
os respectivos comprimentos b e a, veja a Figura[2] Sobre DE, marque o ponto R, menor
que b, cuja medida € uma unidade 1. Trace o segmento RH. Pelo ponto D trace uma
paralela ao segmento R que intersecta o prolongamento de £ H no ponto F'. Seja c a
medida do segmento E'F', conforme mostrado na Figura2] Pela construg¢do sabemos que
os tridngulos K RH e EDF sdo retangulos e semelhantes. Aplicando o teorema de Tales
obtemos a relacdo: 1/a = b/c no que resulta em ¢ = ab. Assim determinamos que o
segmento de medida ¢ € o produto das medidas a e b dos dois segmentos perpendiculares.

Figura 2: Triangulos que relacionam o teorema de Tales com o produto de dois nimeros.

D

Fonte: préprio autor.

Devemos nos atentar ao que os gregos chamavam de niimeros, pois a medida de um
segmento € representada por um nimero, mas o segmento nao € um ndmero, ou seja, o nu-
mero mede uma grandeza (magnitude). Segundo Roque (2012, p. 106), os comerciantes,
os pastores e as mulheres utilizavam o sistema de numeracao atica, uma forma prética que
o cidaddo comum tinha para executar cédlculos praticos. A utilizagdo das quatro operagdes
aritméticas sempre foi algo extremamente importante para o comércio, a administracao de
propriedades e a cobranca de impostos. Contudo, os estudiosos gregos nao utilizavam a
numeragao atica, o intuito desses estudiosos era compreender as estruturas intrinsecas dos
nimeros. O motivo disso se deve a utilizacdo de segmentos para representar 0s nimeros
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inteiros, apifuos (arithmos), esses segmentos eram divididos igualmente em segmentos
ainda menores, que os estudiosos chamam de unidade (U), a unidade € indivisivel. Na
obra Os Elementos, livro VII, é apresentado o que hoje conhecemos como Aritmética,
conforme Euclides (2009, p. 269), “Unidade € aquilo segundo o qual cada uma das coisas
existentes € dita uma”, “E nimero € a quantidade composta de unidades”. Atente-se que
0 “numero” € sempre inteiro e positivo.

A noc¢do de comensurabilidade entre duas medidas de mesma grandeza se d4 quando
existe uma “unidade” de medida que caiba, de forma exata, nas duas medidas. Assim, no
caso de dois segmentos AB e C'D, entdo C'D é multiplo de AB, se AB couber em C'D um
nimero inteiro de vezes. Assim, se CD/AB = m,com m € N, isto é, CD = m - AB,
entdo C'D € dito multiplo de AB. Além disso, esses dois segmentos sdo medidos pela
mesma unidade, a saber, o proprio segmento AB, logo, eles sdo segmentos comensura-
veis. A Figura 3| mostra um exemplo em que temos o segmento AB cabendo 5 vezes no
segmento C'D, assim, AB = 5C'D. Logo, AB e C'D sdo comensuraveis.

Figura 3: Segmentos de tamanhos multiplos.

Fonte: préprio autor.

Se os segmentos E'F' e GH ndo sdo multiplos um do outro, entdo, qualquer que seja
m € N, teremos EF > m -GH ou FF < m - GH, jamais a igualdade, veja a Figura
Escolhendo convenientemente, caso exista, um segmento de medida V' de forma que
V' encaixe p vezes em GH e V encaixe q vezes em F I, teremos dois segmentos multi-
plos de V. Assim a relagdo: GH/EF = p/q, com p e ¢ inteiros positivos, representam
segmentos comensurdveis, pois sdo mensurdveis pela mesma medida V. Na Figura [ po-
demos ver que, apesar de F'F' ndo ser miultiplo de G H, ainda assim, eles sdo mensurdveis
pela medida V.

Os gregos convencionaram, equivocadamente, que para quaisquer dois segmentos,
sempre existiria uma unidade convenientemente pequena que mediria ambos os segmen-
tos. Para Boyer (2012, p. 71), houve o surgimento de uma crenca alicercada no contexto
da comensurabilidade. Isto porque, uma vez que um segmento pode ser dividido em par-
tes cada vez menores, ilimitadas vezes, entdo dados dois segmentos, deveria existir um
terceiro segmento, suficientemente pequeno, de forma a se tornar uma unidade, capaz de
caber uma quantidade inteira de vezes em ambos os segmentos dados. Sob uma perspec-
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Figura 4: Segmentos ndo multiplos.

G H
® - o ) o—— ®

E F
e - o - o = o v ®

Fonte: préprio autor.

tiva construtiva, parecia nao existir motivos para duvidar da afirmagdo. Contudo isso se
revelou falso.

3 A incomensurabilidade da diagonal e lado de um qua-
drado

Segundo Garbi (2007), os pitagdricos, membros de uma seita fundada por Pitdgoras de
Samos, detentores de um enorme conhecimento numérico, tomavam os nimeros sob uma
durea mistica. Os estudos e os conhecimentos que os pitagdricos obtiveram, os levaram a
engendrar uma relagdo intrinseca dos nimeros com a realidade, de onde cunharam o lema
“no universo tudo é niimero”. A base do sistema filosofico pitagérico eram as grandezas
comensuraveis, o viés de confirmac¢do do seu lema, se expressa na musica, as notas musi-
cais sdo relacdes fraciondrias do tamanho da corda e as partes que essa corda foi dividida.
Por ironia € creditada aos pitagoricos a descoberta das grandezas incomensuraveis.

Segundo Ledo (2019), ndo existem fontes confidveis que expliquem o método que os
pitagoricos utilizaram para encontrar as grandezas incomensurdveis. A proposicao 2 do
Livro X, presente em Os Elementos, apresenta o processo de antifairese (dvfvpdipecis),
um algoritmo capaz de determinar a inexisténcia de uma unidade que possa medir, si-
multaneamente, dois segmentos, como por exemplo a diagonal e o lado de um quadrado.
“Caso sendo subtraida, de duas magnitudes (expostas) desiguais, sempre por sua vez a
menor da maior, a que € deixada nunca meca exatamente a antes de si mesma, as magni-
tudes serdo incomensuraveis” (EUCLIDES, 2009, p. 355).

Vejamos a descricdo de um argumento geométrico que demonstra o fato de que o lado
e a diagonal de um quadrado sdo grandezas incomensurdveis. Considere um quadrado
ABCD, conforme Figura[5] cujo lado AB = L, e a diagonal AC' = D;. Suponha que
Ly e D, sejam comensuraveis, portanto, eles podem ser expressos em funcdo de alguma
unidade finita, o que faz de cada um deles um multiplo de alguma unidade finita, digamos
v. Com centro em C' e raio C'D = L, tracemos um arco de circunferéncia D F, o qual
intersecta a diagonal AC' em E. Seja F'F a tangente a esse arco em £. Note que obtemos
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outro quadrado menor, AEF'G, cujo lado AE = Lo, onde Ly = Dy — Ly. De fato, é
facil provar que o tridngulo F'DFE € isésceles, o que nos fornece F'D = L, = F'E. Essa
conclusdo garante que L; = Dy + Lo, onde D € a diagonal F'A do quadrado menor.

Ao explicitar os valores de Ly, e Dy em funcdo de L, e D, obtemos: Ly = Dy — Ly,
donde segue que Dy = L1— Ly = L1—(Dy—L4). Entdo, concluimos que: Dy = 2L, —D;.
Como Ls e D5 sdao dependentes de L, e D, e esses, por sua vez, possuem algum multiplo
da mesma unidade v, segue que Lo e Dy também possuem algum miultiplo da mesma
unidade v. Como L, é o lado do quadrado AEF'G, sua medida € menor que a metade
de L; e o mesmo € vélido para D5, sua medida é menor que a metade de ;. Assim,
se no quadrado menor aplicarmos uma constru¢do andloga a que fizemos anteriormente,
podemos construir um outro quadrado com lado L3 e diagonal D3, menores que a metade
de L, e Do, respectivamente. E, analogamente, podemos ver que L3 e D3 sdo multiplos da
mesma unidade v, uma vez que Ls = Dy — Ly e D3 = 2L5 — D,. Este processo pode ser
repetido quantas vezes quisermos, € a cada repeticdo obtemos um novo quadrado cujos
lados e diagonal sdo menores que os anteriores e ainda assim, estes lados e diagonais sdo
multiplos de um valor fixo v. O que € absurdo, pois em algum momento tanto o lado
quanto a diagonal ficardo menores que v. O absurdo advém de supormos que L; e D; sdo
comensuraveis, logo eles s6 podem ser incomensuraveis.

Figura 5: Incomensurabilidade do lado do quadrado e sua diagonal.

c

|

Fonte: préprio autor.

A incomensurabilidade, segundo Roque (2012), acarretou mudangas de paradigmas
para a matematica grega, porém muitos livros sobre a histéria da matematica vao enfa-
tizar que houve uma crise nos fundamentos matematicos. Mas segundo alguns autores,
como Ledo (2019) e a propria Roque (2012), nunca houve uma crise dessa, ou ndo ha
bibliografias da época que descrevam essa crise. Contudo, escritos da época evidenciam
o tratamento que os gregos davam as grandezas incomensurdveis. No didlogo de Pla-
tao, Ménon, vemos a utilizacdo do método pedagdgico socritico, lidando com grandezas
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incomensuraveis.

Pode-se sintetizar o didlogo de Sdécrates da seguinte forma: dado um quadrado com
o lado medindo dois pés, sua superficie mede quatro pés. Construir um quadrado com a
superficie com o dobro da medida de quatro pés, ou seja, oito pés. Qual € a medida do
lado desse quadrado?

Esse ¢ um dos célebres problemas cldssicos, conhecido como a duplicacdo da area
de um quadrado: “dado um quadrado ABC'D de lado [, construir um outro quadrado que
tenha o dobro da area de ABC'D.” Por mais simples que pareca a solu¢do, uma pessoa nao
precavida poderd cogitar que dobrando o lado do quadrado, 2/, sua drea também dobrar4,
0 que ndo € verdade. Entdo como resolvemos o problema?

A solugdo do problema induzida por Sécrates, consiste em tomar a medida da diagonal
do quadrado que o lado mede dois pés, essa diagonal € o lado do quadrado cuja superficie
mede oito pés, conforme mostrado na Figura 6]

Figura 6: Duplicacdo da drea de um quadrado.

C S
L L ]

L ®
P A Q

Fonte: préprio autor.

O quadrado ABC'D tem seus lados com medida de dois pés. O segmento C'A é
congruente a D B, sendo também a medida da diagonal de ABC'D. O segmento C'A tem
a mesma medida dos lados do quadrado PQ)ST’, com o dobro da superficie do quadrado
ABCD. O lado do quadrado € incomensurdvel com sua diagonal, porém as superficies
dos dois quadrados sdo comensuraveis.

Sécrates nao escreveu nenhuma obra, todo ensinamento socratico € baseado nos escri-
tos de seus discipulos, sendo um deles Platao, que era matematico. Apesar dos didlogos
serem idealizacdes de Platdo, a resolu¢do expde uma forma dos gregos lidarem com gran-
dezas incomensuraveis, ndo as abominando, mas utilizando-as de forma construtiva.

Garbi (2007), conta que Platdo estudou matematica com Arquitas e Timeu, matemati-
cos pertencentes aos pitagoricos. Esse conhecimento matemético de Platdo esta presente
em seus didlogos: Timeu, Ménon, Teeteto. Aristételes foi um discipulo de Platao, de-
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tentor de enorme conhecimento matematico. Nos escritos de Platao e Aristételes, estdo
expostos métodos para operar grandezas incomensuraveis e explicacdes sobre a sua natu-
reza.

4 Os numeros reais: de Eudoxo a Dedekind

O teorema de Tales é um resultado que relaciona segmentos e determina proporcionali-
dades. O teorema das proporc¢des relaciona apenas grandezas de mesma espécie, como:
linhas com linhas, 4reas com 4reas e volumes com volumes. Porém duas grandezas de
mesma espécie que sdo incomensuraveis nao detém nenhuma proporg¢ao, pois se detives-
sem seriam comensurdveis. Entdo esse teorema nao € aplicavel, no caso da incomen-
surabilidade, mesmo assim, 0s segmentos incomensuraveis surgem espontaneamente na
geometria. Eudoxo, um dos estudantes da Academia de Platdo, conseguiu contornar um
inconveniente existente entre o Teorema de Tales e as grandezas incomensuraveis.

Eves (2004), escreve que no século IV A. E. C., Eudoxo de Cnido, enunciou o que
conhecemos como postulado Eudoxo-Arquimedes: “duas magnitudes podem ser compa-
radas quando um multiplo de cada uma delas for maior do que a outra”, desse postulado,
sabemos que o lado do quadrado é menor que a diagonal do quadrado; a diagonal é me-
nor que o dobro do lado do quadrado (I < d < 2l). Esse postulado € a reformulacdo do
teorema das proporg¢des, possibilitando relacionar segmentos com areas, areas e volumes
ou segmentos e volumes que sdo magnitudes de espécies diferentes.

Em Boyer (2012), temos a explicacdo do postulado de Eudoxo: dadas quatro grande-
zas A, B, C, D, as duas primeiras de mesma espécie e as duas dltimas também, mas os
dois pares ndo sdo necessariamente de mesma espécie, assim as relagées A : Be C' : D
sdo iguais sempre que, dados m,n € N,

mA > nB <= mc > nd,
mA =nB <= mc = nd, (1)
mA < nB <= mc < nd.

Eudoxo aplicou a relagdo (1)) ao teorema de Tales: dado um feixe de retas paralelas corta-
das por duas transversais, como na Figura[7] onde os segmentos AB e BC' sdo incomen-
surdveis entre si, tome BE = mAB, BD = nBC, B'E' = mA'B' e B'D' = nB'(C’,
com m,n € N. Da relagio (1) temos: se mAB = nBC, entdo D e E coincidem.
Logo, D’ e E’' também coincidem, caso contrario, por F coincidente com D haveria
duas paralelas a BB’. Mas, se D’ coincide com £’ entdo mA’'B’ = nB'C’. Ou seja,
mAB =nBC = mA'B' =nB'C".

Suponhamos que mAB > nBC. Se esta hipétese ndo implicasse mA’'B’ > nB'C’,
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entdo ou mA'B" = nB'C' ou mA’'B" < nB'C’. A primeira relacgdo € falsa, pelo racio-
cinio anterior ela obrigaria mAB = nBC' contrariando a hipdtese. A segunda também
nao é possivel pois mAB > nBC significa que o ponto D estd entre C' e E’, enquanto
mA'B" < nB'C’ significa que o ponto F’ estaria entre C’ ¢ D’. Mas isto obriga as retas
DD’ e EE" a se cruzarem, o que ¢ um absurdo porque sdo paralelas. Logo mAB >
nBC = mA'B" > nB'C’. De forma andloga prova-se que: mAB < nBC = mA'B’ <
nB’'C". Portanto pela defini¢do de Eudoxo, AB/BC = A'B’/B'C’, e o teorema de Tales
estd demonstrado, independentemente da comensurabilidade, como exposto na Figura[7]

Figura 7: Teoria das propor¢des de Eudoxo.

A A

i Al
AR

/7 \\
/ \

Fonte: préprio autor.

Eudoxo, de forma brilhante resolveu os impasses decorrentes das grandezas incomen-
surdveis. O motivo da existéncia de algum inconveniente motivado pelos incomensuréveis
€ devido a natureza dedutiva de juizo sintético a priori. A veracidade de seus teoremas,
embasam-se no rigor légico e geométrico. Os matemdticos da antiguidade dispunham
apenas da geometria, para provar rigorosamente seus teoremas, além da falta de um sis-
tema notacional simbdlico.

No século XIX, mais de dois mil anos depois de Eudoxo, a matemdtica se encontrava
bastante desenvolvida, com uma nota¢ido mais sofisticada e consumada. Neste século a
matematica comecou sua fundamentagdo 16gica-rigorosa, contudo as grandezas incomen-
surdveis, que deram lugar aos nimeros irracionais, geravam equivocos. Georg Cantor
(1845 a 1918), estudou o que denominou cardinalidade dos conjuntos numéricos. Ele
utilizava a palavra cardinalidade para comparar conjuntos infinitos. Dizendo que dois
conjuntos infinitos tinham a mesma cardinalidade quando existia uma bijecdo entre eles.
Portanto, estes conjuntos teriam, grosso modo, o mesmo “tanto” de elementos, lembrando
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que este “tanto” se refere a um infinito. Entdo os conjuntos com mesma cardinalidade te-
riam o mesmo infinito de elementos. Quando um conjunto numérico tinha uma bijecao
com o conjunto dos naturais, isto é, tinha a mesma cardinalidade dos naturais, Cantor
dizia que esse conjunto era infinito e enumeravel. Cantor mostrou, surpreendentemente,
que os inteiros eram conjuntos enumeraveis, assim como os racionais. Mais surpreen-
dente ainda, foi a demonstracdo de que o conjunto dos numeros reais ndo sao enumera-
veis. Cantor provou que qualquer tentativa de bijecdo entre os naturais € os reais sempre
resulta em uma sobra de elementos no conjunto dos reais. Portanto, o conjunto dos nime-
ros reais teriam um infinito diferente do infinito dos naturais, um infinito, por assim dizer,
“maior” que o dos naturais, se pudéssemos comparar infinitos em termos de maiores e
menores que outros. Cantor também observou que o conjunto dos numeros reais, sendo
constituido pela unido de racionais com irracionais, e além disso, o conjunto dos racio-
nais sendo enumerdvel, so restaria aos irracionais serem nao enumeraveis, ja que os reais
nao sdo enumerdveis. Assim, Cantor chega a conclusdo de que o conjunto dos niimeros
irracionais deve ser, grosso modo, de um infinito “maior’” que o infinito dos racionais.

Em paralelo com Cantor, Richard Dedekind (1831 a 1916), desenvolveu a teoria dos
nimeros reais, que até entdo nao tinha um embasamento rigoroso. A primeira questao que
chamou a aten¢do de Dedekind foi a existéncia de uma relacao biunivoca entre o conjunto
dos numeros reais e os pontos de uma reta.

Dedekind percebeu a falta de fundamentacdo dos nimeros, que até entdo eram defi-
nidos pela geometria. O cdlculo de Newton e Leibniz, era fundamentado pela geometria.
Na obra “o que sdo e para que servem os nimeros?” Dedekind mencionou: “os nime-
ros sdo criagdes livres da mente humana; eles servem como um meio de aprender mais
facilmente e mais distintamente a diferenca das coisas”. A pretensdo era fundamentar os
nimeros de forma puramente 16gica, o dominio do continuo numérico criado em nossa
mente.

Em Boyer (2012), veremos que o continuo numérico € uma referéncia aos nimeros
reais. Existe uma relacdo entre o continuo numérico, com a continuidade da reta, como
especificado no axioma Cantor-Dedekind: “existe uma correspondéncia biunivoca entre
0s nuimeros reais e os pontos de uma reta”. A continuidade é uma consequéncia da den-
sidade de um niimero sobre a reta numérica, € a garantia que entre dois pontos distintos
sempre existe um terceiro ponto distinto dos demais, ou, em linguagem aritmética, entre
dois nimeros distintos sempre existe outro nimero diferente dos demais. Os racionais sdo
densos, pois entre dois racionais distintos sempre ha um racional, mas eles ndo formam
um continuo.

Dedekind precisava determinar os numeros irracionais aritmeticamente. Segundo Oli-
veira (2022), qualquer nimero racional k£ separa o conjunto Q dos racionais em duas
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classes A e B, de forma que todo nimero a € A é menor que todo elemento b € B; o
nimero k é o elemento maximo da classe A e k é o elemento minimo da classe B. O
nimero k € o elemento de separacio dessas classes, entdo temos um Schnitt, ou corte de
Dedekind. Essa propriedade garante que em um corte, existindo um elemento minimo ou
um elemento méximo, o corte € produzido por um nimero racional.

Existem cortes produzidos por nimeros ndo racionais. Tome G um inteiro maior que
zero que nao € um quadrado perfeito, entdo existe um inteiro positivo n de forma que:
n? < G < (n+ 1)2. Todo nimero a da classe A seu quadrado é menor que G; como
todo nimero b da classe B seu quadrado é maior que (G. Se existe um nimero racional
cujo quadrado € G, logo existem dois inteiros positivos v e w que satisfazem a equagdo
v? — Gw? = 0, sendo que w é o menor inteiro cujo produto do seu quadrado por G é
igual a um quadrado de um inteiro v, dai conclui-se que nw < v < (n + 1)w. O nimero
w' = v — nw, um inteiro positivo menor que w. Podemos escrever v = Gw — nv, um
inteiro positivo, assim obtemos: v? — Gw'? = (n* — G)(v? — Gw?) = 0, contrariando
a hipétese sobre w. Portanto, o quadrado de qualquer nimero racional z ou € maior que

G ou é menor que G. Resultando que nao hd uma classe A com um maximo e nem uma
z(z2+3G) 2z(G—=2)

classe B com um minimo. Se pusermos: y = TG 3T

,daivemy —z =
2_ 3 .« .
v —G = %, com z € ¥ positivos.

Admitindo que z € A, entdo 2% < G, portanto y > z e y?> < G, assim y € A. Porém

2> @, portanto y < z e y?> > G, assim y € B. Por conseguinte,

se x € B, entdo =
este corte ndo é produzido por nenhum nimero racional. Para Oliveira (2022), sempre
que obtivermos um corte ndo produzido por um ndmero racional criamos um ndmero
irracional, completamente definido por este corte.

Para Avila (2001), um corte é um par (A, B) de conjuntos ndo vazios de niimeros

racionais, satisfazendo as seguintes condicoes:
1. AuUB=Q;
2. Todo elemento de A é estritamente menor que todo elemento de B.

Como exemplo de corte consideremos os seguintes conjuntos
A={rcQ2*<2leB={xrcQ;z*>2}.

Note que A e B sdo conjuntos ndo vazios de nimeros racionais onde A U B = Q, além
disso, todo elemento de A € estritamente menor que todo elemento de B. Logo, temos
que (A, B) é um corte. Como ndo existe nenhum racional = que satisfaga 2 = 2, entdo
néo existe elemento maximo em A e nem minimo em B. Portanto o nimero v/2 deve ser
criado como elemento de separagdo entre os conjuntos desse corte.

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.5, niimero especial - SISTAPEM, 2024, p. - 90



ZOc.mo)

A
4‘)»

B

Grandezas incomensuraveis € nimeros irracionais

Cortando uma reta em duas partes podemos separar os nimeros racionais em
duas classes A e B onde todo nimero da primeira classe A é menor que todo
nimero da segunda classe B. Dessa forma, cada corte produz um e um sé
nimero real. Se A tem um maior elemento ou se B tem um menor elemento, o
corte define um ndmero real racional; mas se A nao tem um maior elemento e
B nao tem um menor elemento, entdo o corte define um ndmero real irracional.
(CARACA, 1975, p. 135).

Os cortes de Dedekind determinam completamente os nlimeros reais, caso o corte tenha
um elemento separador entre os conjuntos, esse elemento serd um numero racional, caso
contrdrio, isto €, caso o corte ndo tenha um elemento separador dos dois conjuntos, entio
ele definird um nimero irracional. Cada corte bem definido corresponde rigorosamente a
um nimero real. Porém os cortes ainda ndo respondem a real estrutura dos irracionais.

Aristételes em seu Primeiros Analiticos: ‘se o lado e o didmetro sdo considerados co-
mensurdveis um em relacdo ao outro, pode-se deduzir que os nimeros impares sao iguais
aos pares; esta contradic@o afirma, portanto, a incomensurabilidade das duas grandezas”.
(ARISTOTELES apud ROQUE 2012). Demonstracdes referentes aos irracionais, sao
feitas pelo método de redugdo ao absurdo, Aristételes utilizava esse método na demons-
tracdo da incomensurabilidade entre grandezas. O processo de antifairese, ou subtragdo
reciproca entre duas magnitudes de mesma espécie, desencadeia um processo recorrente
sem fim, ao lidar com a incomensurabilidade. O andlogo € observado no corte determi-
nado por um nimero irracional.

Os irracionais sdo naturalmente constituidos por “infinitudes”, revelada em sua re-
presentacdo decimal, onde estd presente a dizima ndo periddica. A densidade é outra
propriedade que corrobora com a natureza de infinitudes.

5 Consideracoes finais

Os sumérios, os babilonios e os egipcios conheciam os nimeros irracionais, esses po-
vos lidavam com problemas que envolviam cdlculos de dreas e volumes, nesses cédlculos
aparecem valores irracionais. Esses matematicos compreendiam a diferenca entre valo-
res irracionais e valores discretos das contagens. Se eles compreendiam efetivamente as
infinitudes presentes nos irracionais, ndo existem escritos que corroboram isto ou esses
escritos ndo sobreviveram ao tempo. Garbi (2007) explicita o valor do 7 para cada uma
dessas civilizagdes. Para os egipcios esse valor era 3, 16, para os babilonios era 3, 125,
para os hebreus era 3. Esses valores, foram obtidos da drea de um quadrado em que
seu lado era alguma fracdo do didmetro de uma circunferéncia, ou o calculo do diametro
inscrito e circunscrito em uma circunferéncia de raio unitdrio.
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Os gregos conheciam o pi, mas eles determinaram seu valor como 22/7, que é aproxi-
madamente 3, 14. Vale ressaltar que a quantidade de casas decimais consideradas para o
valor de pi, foi uma construcao desenvolvida ao longo da histéria da matematica e o nome
atual dessa constante irracional foi dada por Euler no século XVIII. Os matematicos gre-
gos, conheciam as infinitudes dos irracionais, o seu método de antifairese atesta isso. Na
representacdo numérica dos valores irracionais as fracOes serviam para representar esses
valores, o motivo disso era a falta de um sistema de numera¢do mais eficiente, ou, um
sistema notacional eficiente.

Na época de Richard Dedekind, a matematica havia progredido, existia um sistema
numérico e notacional eficiente. Porém a natureza dos nimeros reais era desconhecida, o
postulado de Eudoxo trouxe uma luz e uma forma de determinar aritmeticamente o que
sd0 os numeros irracionais, e sua representacdo decimal com uma infinitude de valores
distintos ap6s a virgula e sem um padrao periddico de repeticao desses valores.

Os gregos ao se depararem com as grandezas incomensurdveis, observaram que nao
existia nenhuma unidade arbitrdria capaz de medir uma grandeza incomensurdvel com
outra grandeza, e por mais que se tentassem, eles deparavam com uma nova cadeia de
procedimentos infinddveis. A propriedade notavel dos irracionais sdo as infindaveis casas
apos a virgula sem repeti¢cao de um periodo determinado.

Os irracionais aparecem na natureza de forma espontanea. Em inimeras relacdes ma-
temadticas empiricas, as medidas sdo irracionais. Um nuimero irracional pode ser visto
como o limite da convergéncia de uma sequéncia de nimeros racionais que o aproxima.
Além disso, quanto maior a precisdo da ferramenta de medida que se utiliza para uma
aproximacao por racional, menor o erro observado entre esse e o irracional. Os racionais
possuem a mesma cardinalidade dos naturais, mas os reais nao possuem essa cardinali-
dade, ou seja, o infinito dos racionais € distinto do infinito dos reais. Uma consequéncia
imediata disto € que o infinito dos irracionais € diferente do infinito dos racionais, e po-
demos, grosso modo, afirmar que o infinito dos irracionais € “maior” que o infinito dos
racionais.

Por fim, revisitar e retomar algumas das principais ideias que se deram com o sur-
gimento das grandezas incomensuraveis, a partir de uma perspectiva histdrica, equivale
a lancar olhares mais aprofundados ao passado, a partir dos fatos histéricos, o que per-
mite compreender como se deram os encadeamentos de ideias no percurso temporal da
constru¢do do conhecimento matemaético, possibilitando a ampliacdo da compreensdo de
objetos e conceitos matematicos na atualidade.
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