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Resumo. A sequéncia de Mersenne, batizada em homenagem ao matematico francés Ma-
rin Mersenne, € uma progressao recursiva de segunda ordem representada por um modelo
unidimensional, cujos niimeros podem ser expressos na forma M,, = 2™ — 1. Esta pesquisa
tem como objetivo explorar e investigar as relacdes recorrentes em diferentes dimensdes,
incluindo as bidimensionais (M (n,m)), tridimensionais (M (n,m,p)) e n-dimensionais
(M(ny,n2,m3,--- ,n¢)). O modelo unidimensional utilizado é definido pela recorréncia
My = 3M,, — 2M,,_1, onde n € um niimero inteiro ndo negativo, e os valores iniciais
sdo estabelecidos como My = 0 e M; = 1. A pesquisa examina a evolugdo da sequéncia e
seu processo de complexificagdo. Durante essa andlise, sdo identificadas propriedades ma-
temadticas das relagdes desses nimeros, enfatizando o aumento dimensional da sequéncia
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e a introducdo de unidades imagindrias ¢, j, - - -, pn. Isso culmina na generalizacdo das
relacdes n-dimensionais, proporcionando uma compreensdo mais abrangente e profunda da
sequéncia de Mersenne.

Palavras-chave. Sequéncia de Mersenne. Relacdes bidimensionais. Relacdes tridimensio-
nais. Rela¢des n-dimensionais.

Abstract. The Mersenne sequence, named in honor of the French mathematician Marin
Mersenne, is a second-order recursive progression represented by a one-dimensional mo-
del, and its numbers can also be described in the form M,, = 2™ — 1. This research aims
to explore and investigate the recurring relationships in two-dimensional (M (n, m)), three-
dimensional (M (n,m,p)), and n-dimensional (M (nq,ne,ns, -+ ,n)) spaces based on
the one-dimensional model M, 1 = 3M,, —2M,,_1, where n is a non-negative integer, and
the initial values are set as My = 0 and M; = 1. The evolution of the sequence is examined
along with its process of complexification. Throughout this analysis, mathematical proper-
ties of these number relations are identified, emphasizing the dimensional expansion of the
sequence and the inclusion of imaginary units ¢, 7, - - -, f4,, culminating in the generalization
of n-dimensional relationships.

Keywords. Mersenne Sequence. Two-dimensional relationships. Three-dimensional rela-
tionships. n-dimensional relations.

Mathematics Subject Classification (MSC): primary 11B37; secondary 11B39.

1 Introducao

A sequéncia de Mersenne, a qual o nome ¢ atribuido em homenagem ao matemético
francé€s Marin Mersenne (1588 - 1648), € uma sequéncia linear e recursiva de segunda
ordem. Os nameros de Mersenne sdo descritos na forma M,, = 2™ — 1, com n inteiro ndo
negativo [6, [7].

Ap6s alguns estudos, [4], introduziram uma nova relagdo, baseada na férmula original
e na recorréncia da sequéncia de Fibonacci, dada por: M,y = 3M, — 2M,_1,n >
1,Vn € N, com os valores iniciais My = 0e M; = 1.

A equacio caracteristica dessa sequéncia é dada pela equagio caracteristica 22 — 3 +
2 = 0, apresentando as duas solu¢des para este polindmio como sendo raizes reais 2
e 1. Destaca-se que o primeiro valor possui relacio com o nimero de cobre (valor de
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aproximadamente 2). Esta relacdo € dada ao definir uma subsequéncia, obtida pela divisao
de um termo da sequéncia pelo seu antecessor [1} 2} 3l].

A partir dessa relacido de recorréncia, conhecida também como modelo unidimensi-
onal, e, com base nos estudos de [5], serdo inseridas unidades imagindrias, realizando
um aumento da dimensao da sequéncia de Mersenne. Diante disso, serdo explorados os
aspectos matematicos das relacdes recorrentes bidimensionais, tridimensionais e da sua
generaliza¢do n-dimensional.

De fato, a evolu¢do matemadtica das identidades bidimensionais dessa sequéncia é dada
por meio de duas varidveis m e n para os nimeros na forma complexa M (n, m), e devem
satisfazer as relagdes recorrentes: M (n+2,m) = 3M(n+1,m)—2M(n,m)e M(n, m+
2) = 3M(n,m + 1) — 2M(n,m). De maneira similar, obtém-se que as identidades
tridimensionais M (n, m, p), com as seguintes rela¢des de recorréncia: M(n + 2, m,p) =
3M(n + 1,m,p) — 2M(n,m,p), M(n,m + 2,p) = 3M(n,m + 1,p) — 2M(n,m, p)
e M(n,m,p+2) =3M(n,m,p+ 1) —2M(n,m,p). A generalizagdo do processo de
complexificacdo dessa sequéncia € dada pela obtencao das relacdes n-dimensionais com
ni, ng, - - -, Ny variaveis para os ndmeros M (ny, ng, - -+, ny).

2 Asrelacoes bidimensionais de Mersenne

A seguir, serdo estudadas as relagdes bidimensionais de Mersenne, com base no seu
modelo unidimensional [8), 9, 10]. Considera-se N como o conjunto dos inteiros nao
negativos.

Definicdo 1. Os niimeros na forma M(n,m), com n,m € N, sdo definidos como a
Sequéncia Bidimensional de Mersenne, satisfazendo as seguintes relagcoes de recorrén-
cia:

Mn+2,m) = 3M(n+1,m)—2M(n,m)
M(n,m+2) = 3M(n,m+1)—2M(n,m)

com as condigées iniciais: M(0,0) = 0; M(1,0) = 1; M(0,1) =ie M(1,1) = 1+,
onde i = —1.

Lema 1. Valem as seguintes propriedades:
(a) M(n,0) =

(0,m) = mi;
(C) M( ) ) Ml + MmZ’

(n, ) M —+ M1Z
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Demonstragdo. (a) Através da recorréncia M (n +2,m) = 3M(n + 1,m) — 2M (n,m),
fixando m = 0, recorre-se ao Principio de Indu¢do Matemadtica para a prova deste Lema.
Nesse sentido, para n = 0, temos uma condicao inicial:

M(0,0) = 0= M,

Tem-se que a igualdade € vélida, tendo em vista que M (0,0) = 0.
Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ < k, ou seja, M(l,0) = M;. Vamos
mostrar que isso implica na validade para M (k + 1,0).

M(k+1,0) = 3M(k,0) —2M(k —1,0)
= 3M; —2My_,
= M

Desse modo, verifica-se a validade do Lema 1 (a).

(b) Utilizando a recorréncia M (n, m +2) = 3M (n,m + 1) —2M (n, m) e o Principio de
Inducao Matemitica, tem-se:

para m = 0, temos uma condi¢do inicial:

M(0,0) = 0= M,

Tem-se que a igualdade é valida, pois M (0,0) = M.
Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ < k, ou seja, M(0,]) = M;i. Vamos
mostrar que isso implica na validade para M (0, k + 1).

M(O0,k+1) = 3M(0,k) —2M(0,k —1)
= Mk+1i

Com isso, tem-se a validade do Lema 1 (b).

(c) Utilizando a recorréncia M (n,m + 2) = 3M(n,m + 1) — 2M (n, m), fixando n = 1,
pelo Principio de Inducao Matemética, tem-se:

para m = 0, usando-se o item (a):

M(1,0) = M; = M; + Myi
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Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ < k, ou seja, M(1,1) = M; + M,;i. Vamos
mostrar que isso implica na validade para M (1, k + 1).

M(1,k+1) = 3M(1,k)—2M(1,k—1)
3(My + Myi) — 2(My + My_q7)
= 3M; —2M; + 3Myi — 2My, 11
= M + Mj4q1

Logo, tem-se que o Lema 1 (c) é valido.

(d) Utilizando a recorréncia M (n+ 2, m) = 3M(n+ 1, m) — 2M(n,m), fixando m = 1,
pelo Principio de Inducao Matemética, tem-se:

para n = 0, usando-se o item (b):

M(O, 1) - Ml’l - MO + Ml’l

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ < k, ou seja, M(l,1) = M;+ M;i. Vamos
mostrar que isso implica na validade para M (k + 1, 1).

M(k+1,1) = 3M(k,1)—2M(k—1,1)
= 3(My + Myi) — 2(My_1 + Myi)
3My, — 2Mj_y + 3Myi — 2Myi
= My + My

Com isso, é valido o Lema 1 (d). L]

Teorema 1. Para os dois inteiros ndo negativos n, m, os nimeros bidimensionais de
Mersenne sdo descritos por:

M(n,m) = M, + M.

Demonstragd@o. Recorre-se ao Principio de Inducdo Matemdtica como meio de prova
para o teorema em questdo. Comecemos por fixar n € N e vamos usar indugdo sobre m.
Param = 0, pelo Lema 1(a), temos:

M(n,0) = M, =M, + 0i= M, + Myi

Suponhamos agora que é vdlido para todo 0 < | < k, com n fixo, ou seja, M(n,l) =
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M,, + M,i. Vamos mostrar que isso implica na validade para M (n, k + 1).

M(nk+1) = 3M(n,k) —2M(n, k —1)
— 3(M, + Myi) — 2(My, + My_1i)
= 3M, — 2M, + 3Myt — 2Mj._q1
= M, + M1t

Como pretendiamos mostrar.
Agora, vamos fixar m € N e usar inducdo sobre n.
Paran = 0, pelo Lema 1(b), temos:

M(O,m) = Mpyi=0+ Myi= My+ M,

Suponhamos agora que é vdlido para todo 0 < | < k, com m fixo, ou seja, M(l,m) =
M, + M,,i. Vamos mostrar que isso implica na validade para M (k + 1,m).

M(k+1,m) = 3M(k,m)—2M(k—1,m)
= 3(My + Myi) — 2(Mi_y + M)
= 3My —2My_1 + 3M,i — 2M,,0
= M1+ Myt

O que completa a demonstragdo do teorema. U

3 Asrelacoes tridimensionais de Mersenne

Nesta secdo, serdo apresentadas as relacdes tridimensionais de Mersenne, a partir do
seu modelo unidimensional.

Definiciio 2. Os niimeros na forma M (n, m, p) sdo definidos como a Sequéncia Tridimen-
sional de Mersenne, satisfazendo as seguintes relacoes de recorréncia, em que n, m, p sdo

inteiros ndo negativos:

M(n+2,m,p) =3M(n+1,m,p) — 2M(n,m, p)
M(n7m+27p) = 3M(n7m+ lap) —2M(n,m,p)
M(n,m,p+2) =3M(n,m,p+1) — 2M(n,m,p)

Com as condigdes iniciais: M(0,0,0) = 0,M(1,0,0) =1, M(0,1,0) =4, M(0,0,1) =
G M(1,0,1) = 145, M(1,1,0) = 144, M(0,1,1) = i +j, M(1,1,1) = 1 +i +j, onde
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Lema 2. As seguintes propriedades sdo vdlidas para a sequéncia tridimensional de Mer-

senne:

(a) M(n,0,0) = M,;,

(b) M(0,m,0) = M,,1;

(c) M(0,0,p) = M,j;

(d) M(n, 1 ,0) = M, + Myi;

(e) M(n,0,1) = M, + Mj;

(f) M(n,1,1) = M,, + Myi + M,j;
(g) M(1,m,0) = My + M,,i;

(h) M(0,m,1) = M,i + Myj;

(i) M(1,m, 1) = M + M,i + Myj;
(j) M(1,0,p) = My + M,j;

(k) M(0,1,p) = Myi + M,j;

(1) M(1,1,p) = My + Myi + M,j,
(m) M(n,m,0) = M, + M,

(n) M(n,0,p) = M, + M,j;

(0) M(0,m,p) = My,i+ M,j.

Demonstragdo. (a) Através darecorréncia M (n+2, m, p) = 3M (n+1, m,p)—2M (n, m, p),

fixando os valores de m = 0, p = 0, aplicaremos o principio de inducdo sobre n. Para

n = 0, temos uma condicao inicial, conforme Definicao 2:
M(0,0,0) =0 = Moy;

k, ou seja, M (1,0,0) = M,.
Vamos mostrar que isso implica para M (k + 1,0, 0).

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ <

M(k+1,0,0) = 3M(k,0,0) —2M(k —
= 3Mk - 2Mk,1
= M

1,0,0)

Desse modo, o Principio da Inducdo Finita nos garante a validade do Lema 2(a).

(b) Através da recorréncia M (n,m + 2,p) = 3M(n,m + 1,p) — 2M(n,m, p), fixando
n = 0, p = 0, aplicaremos indu¢@o sobre m. Nesse sentido, para m = 0, tem-se uma
condi¢do inicial da Defini¢do 2:

M(0,0,0) = 0 = Myi

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.4, jan/dez 2023, p. [1l- 29 7
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Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ < k, ou seja, M(0,1,0) = M.
Vamos mostrar que isso implica que também é valido para M (0, k + 1,0).

M(0,k+1,0) = 3M(0,k,0) —2M(0,k — 1,0)
= Mt

Com isso, o Principio da Inducao Finita garante-nos a validade do Lema 2(b).

(c) Através da recorréncia M (n, m, p+2) = 3M (n, m, p+1)—2M (n, m, p) da Defini¢do
2, fixando n = 0, m = 0, aplicaremos indug¢do sobre p. Nesse sentido, para p = 0, temos
uma condi¢do inicial da Definicao 2:

M(0,0,0) = 0 = Myj

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ < k, ou seja, M (0,0,1) = M,j.
Vamos mostrar que isso implica que também é valido para M (0,0, k + 1). Temos entdo

M(0,0,k+1) = 3M(0,0,k) —2M(0,0,k — 1)
= 3Myj —2My_1j
= Miy1J

Logo, o Principio da Indug¢do Finita garante-nos a validade do Lema 2(c).
(d) Através da recorréncia M (n + 2,m,p) = 3M(n + 1,m,p) — 2M(n, m, p), fixando
m = 1, p = 0, aplicaremos inducdo sobre n. Nesse sentido, para n = 0, usando o item

(b):
M(0,1,0) = Myi = My + Myi

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ < k, ou seja, M (l,1,0) = M, + Myi.
Vamos mostrar que isso implica que também ¢é valido para M (k + 1, 1,0).

M(k+1,1,0)0 = 3M(k,1,0)—2M(k —1,1,0)
= 3(My + Myi) — 2(My_y + Myi)
= (3My — 2Mj_1) + (3M; — 20, )i
= My + Myi

Com isso, o Principio da Indugao Finita garante-nos a validade do Lema 2(d).
(e) Através da recorréncia M (n+2,m,p) = 3M (n+1,m,p)—2M (n, m, p) da Defini¢do

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.4, jan/dez 2023, p. [1l- 29 8



L Oc-mo

A
W
v Relagdes bi, tri e n-dimensionais de Mersenne

2, fixando m = 0, p = 1, aplicaremos indu¢do em n. Nesse sentido, para n = 0, usando-
se o item (c):

M(0,0,1) = Myj = Mo+ Myj

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ < k, ou seja, M (1,0,1) = M, + M;j.

Vamos mostrar que isso implica também que é valido para M (k + 1,0, 1).

M(k+1,0,1) = 3M(k,0,1) —2M(k—1,0,1)
= 3(Mk + Mij) — 2(Mj—1 + Myj)
= (3My — 2My_y) + (3M, — 2M))j
= M1+ My

Com isso, o Principio da Indugdo garante-nos a validade do Lema 2(e).

(f) Através da recorréncia M (n+2, m,p) = 3M(n+1, m,p) —2M (n, m, p) da Defini¢ao
2, fixandom = 1, p = 1, aplicaremos inducao em n. Para n = 0, temos a condi¢do inicial
conforme Defini¢do 2, logo:

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ < k,ouseja, M(l,1,1) = M;+Myi+M,j.
Vamos mostrar que isso implica que também ¢é vélido para M (k + 1,1, 1).

M(k+1,1,1) = 3M(k,1,1) —2M(k —1,1,1)
= 3(My + Myi+ Myj) — 2(My_1 + Myi + Myj)
= (3My — 2Mj_y) + (3M, — 2M,)i + (3M, — 2M)j
= Mpyy1 + Myi+ Myj

Com isso, o Principio da Indug¢do Finita garante-nos a validade do Lema 2(f).
(g) Através darecorréncia M (n, m+2,p) = 3M(n,m+1, p)—2M (n, m, p) da Defini¢ao
2, fixando n = 1, p = 0, aplicaremos inducdo sobre m. Para m = 0, usando-se o item

(a):
M(1,0,0) = My = M; + Myi (1)

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ < k, ou seja, M (1,1,0) = M; + Mji.
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Vamos mostrar que isso implica na validade para M (1, %k + 1,0).

M(1,k+1,0) = 3M(1,k,0) —2M(1,k—1,0)
= 3(M; + Myi) — 2(My + My_11)
= (3M; — 2M,) + (3Mj — 2M;_y)i
= M + M0

Com isso, o Principio da Indug¢do Finita garante-nos a validade do Lema 2(g).

(h) Através da recorréncia M (n, m+2,p) = 3M (n, m+1, p)—2M (n, m, p) da Defini¢ao
2, fixando n = 0, p = 1, aplicaremos inducdo sobre m. Para m = 0, temos a seguinte
expressao conforme Defini¢do 2:

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ < k, ou seja, M(0,1,1) = Myi + M,j.
Vamos mostrar que isso implica na validade para M (0, k + 1, 1).

M(0,k+1,1) = 3M(0,k,1)—2M(0,k —1,1)
= 3(Myt + Myj) — 2(My—11 + Myj)
= (3M; — 2M_1)i + (3M, — 2M,);
= Myt + Myj

Com isso, o Principio da Indugao Finita garante-nos a validade do Lema 2(h).

(i) Através da recorréncia M (n, m+2,p) = 3M(n, m+1, p) —2M (n, m, p) da Defini¢ao
2, fixando n = 1, p = 1, aplicaremos inducao sobre m. Para m = 0, temos uma condi¢ao
inicial conforme Defini¢ao 2.

M(1,0,1) =i+ 7= M + Myi+ Mj

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ < k, ouseja, M (1,1,1) = M+ M;i+Mj.
Vamos mostrar que isso implica que também ¢ valido para M (1,5 + 1, 1).

M(1,k+1,1) = 3M(1,k,1) —2M(1,k—1,1)
= 3(My + Myi+ Myj) — 2(My + My_11 + Myj)
= (3My — 2My) + (3Mj, — 2M;_1)i + (3My — 2M4)j
= M+ Myi1i+ Myj
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Com isso, o Principio da Indugao Finita garante-nos a validade do Lema 2(i).
(j) Através darecorréncia M (n, m,p+2) = 3M (n, m,p+1)—2M (n, m, p) da Defini¢ao
2, fixando n = 1, m = 0, aplicaremos indug¢do sobre p. Para p = 0, usando-se o item (a):

M(].,0,0):Ml :M1+M0j

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ < k, ou seja, M (1,0,1) = M; + M,j.
Vamos mostrar que isso implica na validade para M (1,0, k + 1).

M(1,0,k + 1)

3M(1,0,k) —2M(1,0,k — 1)

= 3(M; + Myj) — 2(M; + Mj,_1j)
= (3My — 2M) + (3My — 2Mj,1)j
= M+ Mg

Com isso, o Principio da Indugao Finita garante-nos a validade do Lema 2(j).
(k) Através da recorréncia M (n, m, p+2) = 3M(n, m, p+1)—2M (n, m, p) da Defini¢do
2, fixando n = 0, m = 1, aplicaremos indug¢do sobre p. Para p = 0, usando-se o item (b):

M(O, 1,0) - M1Z = M1Z + Moj

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ < k, ou seja, M (0,1,1) = Myi + M.
Vamos mostrar que isso implica na validade para M (0,1, k + 1).

M@O,1,k+1) = 3M(0,1,k) — 2M(0,1,k — 1)
= 3(Myi+ Myj) — 2(Myi + My_1j)
— (3M — 2My)i + (3My — 2My_1)j
= Myi+ My

Com isso, o Principio da Inducdo Finita garante-nos a validade do Lema 2(k).

(1) Através da recorréncia M (n, m,p+2) = 3M (n, m,p+1)—2M (n, m, p) da Defini¢ao
2, fixando n = 1, m = 1, aplicaremos indug¢do sobre p. Para p = 0, tem-se uma condi¢do
inicial conforme a Defini¢do 2:

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < | < k,ouseja, M(1,1,1) = My+Myi+M,j.
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Vamos mostrar que continua isso implica que é vélido para M (1, 1,k + 1).

M(1,1,k+1) = 3M(1,1,k) —2M(1,1,k —1)
= 3(My + Myi+ Myj) — 2(My + Myi+ My_17)
= (3My — 2My) + (3My — 2M,)i + (3M), — 2Mj,_1)j
= M+ Myt + Myqj

Com isso, o Principio da Indugao Finita garante-nos a validade do Lema 2(1).

(m) Através da recorréncia M (n, m+2,p) = 3M (n, m+1, p)—2M (n, m, p) da Defini¢ao
2, comegaremos fixando n, tomando p = 0 e aplicando induc¢d@o sobre m. Para m = 0,
usando-se o item (a):

M(n,0,0) = M, = M, + Myi

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ < k, ou seja, M (n,1,0) = M, + M.
Vamos mostrar que continua isso implica que é valido para M (k + 1,1,0).

M(n,k+1,0) = 3M(n,k,0) —2M(n,k — 1,0)
= 3(M, + Myi) — 2(M, + Mj_yi)
— (3M, — 2M,) — (3Mj — 2Mj,_, )i
= M, + M1t

Agora, fixando m, tomando p = 0 e usando inducdo sobre n, através da recorréncia
M(n+1,m,p) =3M(n,m,p) —2M(n — 1, m, p) da Defini¢do 2, tem-se:
para n = 0, usando-se o item (b):

M(0,m, 0) = Myi = My + Myi

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ < k, ou seja, M (I, m,0) = M; + M,,i.
Vamos mostrar que continua isso implica que é valido para M (k + 1,m,0).

M(k+1,m,0) = 3M(k,m,0)—2M(k—1,m,0)
3(My + Myyi) — 2(My—q + M0)
= (3My — 2M_1) + (3M,, — 2M,,,)i
= M1 + M,y

Com isso, o Principio de Inducdo garante-nos que € vélido o Lema 2(m).
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(n) Através da recorréncia M (n, m, p+2) = 3M(n, m, p+1)—2M (n, m, p) da Defini¢do
2, comecaremos fixando n, tomando m = 0 e aplicando indugdo sobre p. Para p = 0,
pelo item (a):

M(n,0,0) = M, = M, + Myj

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ < k, ou seja, M (n,0,1) = M, + M,j.
Vamos mostrar que isso implica na validade para M (n, 0, k + 1).

M(n,0,k+1) = 3M(n,0,k) —2M(n,0,k—1)
= 3(M, + Myj) — 2(My, + My_1j)
— (3M, — 2M,) + (3My — 2M;_1)j
= M, + My

Agora, fixando p, tomando m = 0 e usando inducdo sobre n, através da recorréncia
M(n+2,m,p) =3M(n+1,m,p)—2M(n,m,p) da Defini¢do 2. Para n = 0, usando-se
o item (¢):

M(0707p> = ij = MO + Mp.]

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < I < k, ou seja, M(1,0,p) = M; + M,j.
Vamos mostrar que isso implica na validade para M (k + 1,0, p).

M(k+1,0,p) = 3M(k,0,p)—2M(k—1,0,p)
= 3(My + Mpj) = 2(Mi—1 + Mpj)
= (BM), —2My_1) + (3M,, — 2M,,)j
= My + My

Com isso, o Principio de Inducdo garante-nos que € vélido o Lema 2(n).

(0) Através da recorréncia M (n, m,p+2) = 3M (n, m, p+1)—2M (n, m, p) da Defini¢ao
2, para n = 0, comegaremos fixando m e aplicando inducdo sobre p. Para p = 0, pelo
item (b):

M(0,m,0) = Myi = Myi + Moj

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ < k, ou seja, M (0, m, 1) = M,,i + M,j.

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.4, jan/dez 2023, p. [l - 13



L Oc-mo

A
AR
w

v MANGUEIRA, M. C. DOS S.; VIEIRA, R P. M.; ALVES, F. R. V.; CATARINO, P. M. M. C.; SOUZA R. O.

Vamos mostrar que isso implica na validade para M (0, m, k + 1).

MO, m, k+1) = 3M(0,m, k) —2M(0,m, k — 1)
= 3(Myi+ Myj) — 2(Myi+ My_17)
— (38M,, — 2M,)i + (3My — 2My_1)j
= Mpyi+ Myi1j

Como queriamos mostrar. Agora, fixando p, tomando n = 0 e usando indug¢do sobre m,
através da recorréncia M (n,m + 1,p) = 3M(n,m,p) — 2M (n,m — 1, p) da Defini¢ao
2, tem-se:

para m = 0, usando-se o item (c):

M(0,0,p) = M,j = Myi + M,j

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < | < k, ou seja, M (0,1, p) = M;i + M,j.
Vamos mostrar que isso implica que continua vélido para M (0, k + 1, p).

MO, k+1,p) = 3M(0,k,p) —2M(0,k —1,p)
= 3(Myi+ Myj) — 2(My_1i+ M,j)
= (3Mj, — 2M;_y) + (3M, — 2M,);
= Myt + Myj

Com isso, o Principio de Indugado garante-nos que € vilido o Lema 2(0). L

Teorema 2. Sejam n, m,p € N, os niimeros tridimensionais de Mersenne sdo descritos
por:
M(n,m,p) = M, + M,,i+ M,j.

Demonstracdo. Recorre-se ao Principio de Indugdo Matemdtica como alternativa de
prova para o teorema em questdo. Comecemos considerando n e m valores fixos, aplica-
remos inducdo sobre p. Usando-se o Lema 2(m), para p = 0:

M(n,m,0) = M,, + M,,i = M,, + M,,i + Myj

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ < k, com n e m fixados, ou seja,
M(n,m,l) = M, + M,i+ M.
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Vamos mostrar que isso implica que continua vélido para M (n, m, k + 1).

M(n,m,k+1) = 3M(n,m,k)—2M(n,m,k —1)
= 3(M, + M,i+ Mj) —2(M, + M,,i + My_1j)
= (3M, — 2M,) + (3M,, — 2M,.)i + (3My, — 2Mj_,)j
= M, + Myi+ Mg

Agora, fixemos n e p e usemos indugdo sobre m. Nesse sentido, para m = 0, usando-se
o Lema 3.2(n):

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ < k, com n e p fixados, ou seja,
M(n,l,p) = M, + Myi + M,j.
Vamos mostrar que isso implica que continua vélido para M (n, k + 1, p).

M(n,k+1,p) = 3M(n,k,p) —2M(n,k —1,p)
= 3(M, + Myi+ M,j) — 2(M,, + My_1i+ M,j)
= (3M,, — 2M,) + (3M — 2M;_)i + (3M, — 2M,);
= M, + Myyi+ M,j

Agora, fixemos m e p e usemos inducdo sobre n. Nesse sentido, paran = 0, usando-se
o Lema 2(0):

M(0,m,p) = Myt + M,j = Mo+ M,,i+ M,j

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < [ < k, com m e p fixados, ou seja,
M(l,m,p) = M; + M,,i+ M,j.
Vamos mostrar que isso implica que continua valido para M (k + 1, m, p).

M(k+1,m,p) = 3M(k,m,p)—2M(k—1,m,p)
= 3(My + Myi + M,j) — 2(Mj_y + Miyi + M,j)
= (3My — 2My_1) + (3M,, — 2M,)i + (3M,, — 2M,);
= My + Myi+ M,j

Como queriamos mostrar. Com isso, concluimos a demonstracdo do teorema. O
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4 As relacoes n-dimensionais de Mersenne

Nesta secdo serdo apresentados os numeros hipercomplexos de Mersenne. Segundo
[8] esses numeros sdo apresentados na forma G = (n,ns, ng,- -+ ,n;) possuindo n va-
ridveis. Para apresentar os nimeros hipercomplexos é realizado um processo evolutivo
desses numeros; a partir da sua forma unidimensional, é apresentada sua relacdo recor-
rente bidimensional, na qual, € inserida a unidade imagindria ¢ e na relacdo recorrente
tridimensional, inserindo as unidades imagindrias 7 € j € assim sucessivamente até sua
forma n-dimensional.

Definicdo 3. Seja um niimero hipercomplexo M (ny,ng,ns, -+ ,ny) com n varidveis,
para n > 2 vale, além da componente imagindria i, o seguinte conjunto de unidades
imagindrias (i, = i, 2 = j,- -, n). Quanto as varidveis e sua notagcdo, tem-se que

n = ny. Desse modo, sdo definidos os valores iniciais a seguir:

M(0,0,0,---,0) = 0
M(1,0,0,---,0) = 1
M(0,1,0,--,0) = i
M(0,0,1,--,0) = po
M(0,0,0,1,0,---,0) = pus

( ) = b
( ) = 1+m+pptpst-+pn
0,1,1L-+-,1) = m+patpst-+pn

( ) = ltpetpst-+p,

M(L 1L 1,0) = T+ pia+ pig 4+

Com isso, os nimeros da forma M (n,ny, ng, - - - ,n,) devem satisfazer as seguintes
condi¢des n-dimensionais de recorréncia:

M(n1+17n27"'7nt) = 3M(n17n27”'7nt)_2M(n1_17n27”'7nt)
M(n17n2+17”'7nt> - 3M<n17n27”'7nt>_2M(n17n2_17”'7nt>

M<n17n27n37”'7nt+1) - 3M<n17n27”'7nt>_2M(n17n27”'7nt_1>

Lema 3. As seguinte propriedades sdo vdlidas para a sequéncia n-dimensional de Mer-
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senne:
(a) M(ny,0,0,---,0) = M,

(b) M(0,715,0, -+ ,0) = M1

(c) M(0,0,0,- - ,ns) = My, jin

(d) M(ny,1,0,---,0) = M,, + My

(e) M(ny,0,0,---,1) = M,, +---+ Miu,
(AM(ny,1,0,--- 1) = M,,, + Mypg + - -+ + Myp,
(g) M(1,n9,0,---,0) = My + M,
(R)M(0,79,0,- -+, 1) = M,y + -+ + M,

(i) M(1,n9,0,---,1) = My + M, + - - -+ My,
() M(1,0,0,- ,nt):M1+-~-+Mmun

(M (0,1,0,-- - ,ng) = Mijig + -+ My, i

() M(1,1,0, - - ,nt) = My + My + -+ My, oo

(m)M(nl, na, 07 o 0) Mn1 + Mngul
(l’l) M(nlaoaoa' : ) Mn1 + - +Mnt,un
(O)M(07n2707”' 7nt> = Mng,ul + - +Mnt,un
Demonstragdo. (a) Através darecorréncia M (ni+1,ng, - -+ ,ny) = 3M(nq,ng, -+ ,ny)—
2M(ny—1,n9,- - ,ny), fixando ny, - - -, n; iguais a zero e aplicando o método de indugéo
em nq, tem-se:
Paran; =0

M(0,0,0,---,0) = My

= 0

Supondo que seja verdade para n.o, - - -, n; fixos e qualquer k£ < ny, ou seja supondo que

M(k,0,0,---,0) = My
Vamos mostrar que continua valido para k£ + 1. Temos entdo

M(ng,1,0,0,-+-,0) = 3M(ng,0,0,---,0) — 2M(ny_1,0,0,- - ,0)

= 3M; —2M,;_,

= Mk+1
Com isso, € valido o Lema 3 (a).
(b) Através da recorréncia M (nq,ny + 1,--+ ,ny) = 3M(ny,ng, -+ ,ny) —2M(nq, ny —
1,--+,mny), fixando ny, ng, - - -, n; iguais a zero e aplicando o método de indugdo em no,

tem-se:
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Paran, =0
M(0,0,0,---,0) = 0
Supondo que seja verdade para nq, - - -, n; fixos e qualquer k£ < no, ou seja supondo que
M(0,k,0,---,0) = My
Vamos mostrar que continua valido para k£ + 1. Temos entdo

M0, 51,0, -+ ,0) = 3M(0,7,0,---,0) — 2M(0, 51,0, - - ,0)
= 3Myp — 2My_1p11

= My
Com isso, é valido o Lema 3 (b).
(c) Através da recorréncia M (ny,ng,ng, -+ ,ng + 1) = 3M(ny, ng, - -+ ,ny)—
2M (ny,ng, -+ ,ny—1), fixando ny, n, - - - iguais a zero e aplicando o método de indugio
em n;, tem-se:
Paran, =0
M(0,0,0,---,0) = 0
Supondo que seja verdade para ny, ns, - - - fixos e qualquer k£ < n;, ou seja supondo que

M(0,0,0,--- k) = My,
Vamos mostrar que continua valido para k£ + 1. Temos entdo

M(O,O,O,"' 7nk+1) = 3M(070707 7”19) _2M(070707 7nk—1)
= 3Mk,un - 2]\Jk:fl,un
= Mk—l—l,un
Com isso, é valido o Lema 3 (¢).
(d) Através da recorréncia M(n; + 1,n9,--- ,n;) = 3M(ny,ng, -+ ,ny) — 2M(ny —

1,n9,--+,ny), fixando ny = 1, n; = 0 e aplicando o principio de indugdo sobre n;.
Nesse sentido, para n; = 0:

M(O,].,O,"' ,O) = M0+M1M1
fry ILL1
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Tem-se que a igualdade € vélida.
Supondo que seja verdade para qualquer k£ < ny, ou seja, supondo que

M(k,l,O,--- ,0) = Mk+M1M1
Vamos mostrar que continua valido para k£ + 1. Temos entdo

Mk +1,1,0,---,0) = 3M(k,1,0,---,0) — 2M(k —1,1,0,-- - ,0)
= 3(Mp+ Mypy) — 2(My—1 + Mipq)
== (3Mk - 2Mk_1) + (3M1 - 2M1),u1

= M1+ My
Com isso, é valido o Lema 3 (d).
(e) Através da recorréncia M(ny + 1,n9,--- ,ny) = 3M(ny,ng, -+ ,ny) — 2M(ny —
1,n9,--+,ny), fixando ny = 0, n; = 1 e aplicando o principio de indugdo sobre n;.

Nesse sentido, para n; = 0:
M(070707“'71> = M0++M1,un
g Mn

Tem-se que a igualdade ¢ vélida.
Supondo que seja verdade para qualquer £ < nq, ou seja, supondo que

M(k70707”' 71) :Mk_'__'_Ml,un
Vamos mostrar que continua valido para k + 1. Temos entdo

M(k+1,0,0,---,1) = 3M(k,0,0,---,1) —2M(k —1,0,0,---,1)
= 3(My+ -+ Myp,) —2(Mg_1+ -+ + M)
= (3My — 2M_y) +--- + (3My — 2M))uy,
= Mgy + -+ M,

Com isso, € valido o Lema 3 (e).
(f) Através da recorréncia M (ny + 1,ng,--- ,n;) = 3M(ny,ne, -+ ,ny) — 2M(ny —
1,ng, -+ ,ny), fixando ny = 1, n, = 1 e aplicando o principio de indugdo sobre n.
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Nesse sentido, para n; = 0:

M(071707"'71> = M0+M1M1++M1Mn

Tem-se que a igualdade € vélida.
Supondo que seja verdade para qualquer £ < n4, ou seja, supondo que

M(kaLou"' 71) :Mk:_'_Ml,ul_'__'_Ml,un
Vamos mostrar que continua valido para k£ + 1. Temos entdo

M(k+1,1,0,---,1) = 3M(k,1,0,---,1)=2M(k—1,1,0,---,1)
= 3(Mg+ My + -+ Mypy) — 2(My—1 + Mypig + - - - + Mipy,)
(B3My, — 2My, 1) + (3My — 2My)puy + -+ - + (3My — 2M7y)
= My + Mypy + -+ Mip,

Com isso, € valido o Lema 3 (f).

(g) Através da recorréncia M (nq,ny + 1, ,ny) = 3M(nq,ng, -+ ,ny) —2M(nq, ny —
1,--+,my), fixando ny = 1, n, = 0 e aplicando o principio de inducdo sobre ny. Nesse
sentido, para ny = 0:

M(l,0,0,---,O) = M1+MOH1
= 1

Tem-se que a igualdade ¢ vélida.
Supondo que seja verdade para qualquer k£ < ns, ou seja, supondo que

M(l,k:,O,--- ,0) = M1 +Mk,u1
Vamos mostrar que continua valido para k£ + 1. Temos entdo

M1, k+1,0,---,0) = 3M(1,k,0,---,0)—2M(1,k —1,0,--- ,0)
3(My + Mypn) — 2(My + My_qp11)
— (3My — 2M,) + (3My — 2My_ 1)1
= M+ Mypaa

Com isso, € vdlido o Lema 3 (g).
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(h) Através da recorréncia M (ny,ne + 1, -+ ,ny) = 3M(ny,ng, -+ ,ny) — 2M(ny,ng —
L,--+,my), fixando n; = 0, n, = 1 e aplicando o principio de induc@o sobre ny. Nesse
sentido, para ny = 0:

M(0,0,0,---,1) = Mopy + -+ Mypy
= ,un

Tem-se que a igualdade € vélida.
Supondo que seja verdade para qualquer k£ < ns, ou seja, supondo que

M(0,k,0,--- 1) = Mypy + -+ My,
Vamos mostrar que continua valido para k£ + 1. Temos entdo

MO,k +1,0,---,1) = 3M(0,k,0,---,1) — 2M(0,k — 1,0,--- , 1)
= 3(Mypr + -+ Mipy) = 2(My 1y + - + Mipy)
= (M} —2My_1)p1 + -+ (3My — 2My ) iy,
= Mpapy + -+ Mypy,

Com isso, é valido o Lema 3 (h).

(i) Através da recorréncia M (nqy,ng + 1,--+ ,ny) = 3M(ny,ng, -+ ,ny) — 2M(ny,ng —
1,---,ny), fixando ny = 1, n, = 1 e aplicando o principio de indugdo sobre n,. Nesse
sentido, para ny = 0:

M(1,0,0,---,1) = M+ Moy + -+ -+ Mypy

Tem-se que a igualdade € vélida.
Supondo que seja verdade para qualquer £ < no, ou seja, supondo que

M(17k70771):M1+Mk,ul++M1,un

Vamos mostrar que continua valido para k£ + 1. Temos entdo
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M(1,k+1,0,---,1) = 3M(1,k,0,---,1)—=2M(1,k—1,0,---,1)
= 3(Mi+ Mypa + -+ + M) —
2(My + My_1p1 + -+ -+ Mypy,)
= (3M; —2My) + (3My, — 2My_1)pg + -+ - +
(3My — 2My) i,
= M+ Myjpipq + -+ Mipy

Com isso, é valido o Lema 3 (i).

(j) Através da recorréncia M (nq,na,ng, - ,ng + 1) = 3M(ny,ng, -+ ,ny)—
2M (ny,ng, -+ ,ny— 1), fixando ny = 1, ny = 0 e aplicando o principio de indugdo sobre
T,

Nesse sentido, para n; = 0:

M(1,0,0,---,0) = M +--+ Mo,

Tem-se que a igualdade € vélida.
Supondo que seja verdade para qualquer k£ < n;, ou seja, supondo que

M(]-)ana"' 7k) = M1++Mkun
Vamos mostrar que continua valido para k£ + 1. Temos entdo

M(1,0,0,- -+ ,k+1) = 3M(1,0,0,--,k) —2M(1,0,0,-- , k— 1)
= 3(Mk+1 +"'+Mk,un) —Q(Mk‘F"“"Mkfl/in)
= (BMjy1 —2My) + -+ 4+ (3My, — 2My_1) i,
= Mo+ + Myyipin
Com isso, € vdlido o Lema 3 (j).
(k) Através da recorréncia M (ny,ng,n3, -+ ,ny + 1) = 3M(nq,ng, -+ ,ny)—

2M(nq,ng, -+ ,ny— 1), fixando n; = 0, ny = 1 e aplicando o principio de indugdo sobre
n;. Nesse sentido, para n; = 0:

M(071707"' 70) = Ml:ul_'__'_MO:un
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Tem-se que a igualdade € vélida.
Supondo que seja verdade para qualquer k£ < n;, ou seja, supondo que

M(O,].,O,“' 7]{:) :M1M1++Mk,un
Vamos mostrar que continua valido para k£ + 1. Temos entdo

M(0,1,0,---,k+1) = 3M(0,1,0,--,k) — 2M(0,1,0,--- ,k — 1)
= 3(Myp + -+ Mypn) = 2(Mip + - -+ + My_141)
= (3My —2My)py + -+ (B3My — 2My_1) i
= Mpy+ -+ Myy1pn

Com isso, € valido o Lema 3 (k).

(1) Através da recorréncia M (nq,na,ng, - ,ng + 1) = 3M(ny,ng, -+ ,ny)—

2M (ny,ng, -+ ,ny— 1), fixando ny = 1, ny = 1 e aplicando o principio de indugdo sobre
n;. Nesse sentido, para n; = 0:

M(171707"'70> = M1+M1M1++M0Mn
= 1+m

Tem-se que a igualdade ¢ vélida.
Supondo que seja verdade para qualquer £ < ny, ou seja, supondo que

M(171707"' 7k) :M1+M1M1++Mk,un
Vamos mostrar que continua valido para k + 1. Temos entdo

M(1,1,0,--- k+1) = 3M(1,0,0,--- k) — 2M(1,1,0,--- ,k — 1)

= 3(My+ My + -+ + Mypn) — 2(My + Mg + -+ - + My—1 )

= (BMy —2My) + (3My — 2My)py + -+ + (3My — 2Mp_1) i,
= M+ Mypy+ -+ Mypyapin

Com isso, € valido o Lema 3 (1).
(m) Através da recorréncia M (ny + 1,ns, -+ ,ny) = 3M(ny,ng, -+ ,ny) — 2M(ng —
1,ng,- - ,ny), fixando ny e ny = 0, aplicando indug@o em n,. Nesse sentido, paran; = 0:

M(07n2707"'70) - M0+Mn2//11
= anlul
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Tem-se que a igualdade é vélida. Supondo que seja verdade para qualquer £ < nq, ou
seja, supondo que
M(k7n2707“' 70> = Mk +Mn2,u1

Vamos mostrar que continua valido para k + 1. Temos entdo

M(k+1,n,0,--,0) = 3M(k,n9,0,--,0) — 2M(k — 1,79,0,- - ,0)
= 3(My + My, ) = 2(My—1 + My 1)
= (3Mj, — 2Mj,_1) + (3M,, — 2M,,) iy
= Mpyy1 + My,

Agora fixando n; e aplicando indu¢do em ny. Assim, para ny = 0:

M(n1,0,0,---,0) = My, + Mo
= M,

Tem-se que a igualdade € vélida. Supondo que seja verdade para qualquer £ < ns, ou
seja, supondo que
M(nlakaoa"' 70) = Mnl +Mklu1

Vamos mostrar que continua valido para k£ + 1. Temos entdo

M(ni,k+1,0,---,0) = 3M(n1,k,0,---,0) — 2M(ny, k —1,0,--- ,0)
= 3(Mp, + Mypir) — 2(My,, + My_1j11)
— (3M,_2M,) + (3My — 2My 1)
= My, + Myy1p

Com isso, € valido o Lema 3 (m).

(n) Através da recorréncia M(nq + 1,ng,--- ,ny) = 3M(nq,ng, -+ ,ny) — 2M(ng —
1,ng,- - ,ny), fixando n; e ny = 0, aplicando indugdo em n;.

Nesse sentido, para n; = 0:

M(070707"'7nt> = MO++Mnt,un
- Mmﬂn

Tem-se que a igualdade ¢ vélida.
Supondo que seja verdade para qualquer £ < n4, ou seja, supondo que

M<k70707"' 7”25) :Mk_'__'_Mnt,un
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Vamos mostrar que continua valido para k£ + 1. Temos entdo

M(k+1,0,0,---,n;) = 3M(k,0,0,---,n;) —2M(k—1,0,0,--- ,ny)
3(My + -+ + My i) — 2(Mj—q + -+ - 4+ My, 1)
(8My — 2Mj—1) + -+ - + (3My, — 2M, )
= My + -+ My,

Agora fixando n, e aplicando indu¢do em n,. Nesse sentido, para n, = O:

M(nl,o,o,-.. ,O) = My, + -+ Moyuy,
= Mn1

Tem-se que a igualdade € vdlida. Supondo que seja verdade para qualquer £ < ny, ou

seja, supondo que
M(ny,0,0,-- k)= My, + -+ My,

Vamos mostrar que continua vélido para k + 1. Temos entdo
M(n:,0,0,--- Jk+1) = 3M(ny,0,0,--- k) —2M(n,0,0,--- bk —1)
= 3(Mp, + -+ Mypn) = 2(My, + -+ + My_yp1)
= Mn1 +- 4+ Mk—l—l,un

Com isso, é valido o Lema 3 (n).

(o) Através da recorréncia M(ny + 1,n9,--- ,n;) = 3M(ny,ng, -+ ,ny) — 2M(ny —
1,n9, -+ ,ny), fixando ny e ny = 0, aplicando indugdo em n;.

Nesse sentido, para n; = 0:

M(07n27 07 o 70) = MVLQMl:ul +ee Mn2+1M0:un

Tem-se que a igualdade € vdlida. Supondo que seja verdade para qualquer £ < ny, ou
seja, supondo que

M(07n2707"' 7k):Mn2,u1++Mkﬂn

Vamos mostrar que continua valido para k£ + 1. Temos entdo
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M(0,n2,0,--- Jk+1) = 3M(0,n9,0,---,k)—2M(0,n9,0,--- , k—1)
3(Myypin + - -+ Mypin) — 2(Miypty + -+ -+ M1 1)
= (BM,, —2My,) 1 + - - + (BMy, — 2Mj_1) iy,
= My,p1 + -+ My yajin

Agora fixando n; e aplicando indug@o em ny. Nesse sentido, para ng = 0:

M<070707"'7nt) = MOMI_'__'_MMMH

Tem-se que a igualdade é vélida. Supondo que seja verdade para qualquer £ < ng, ou
seja, supondo que

M(07k707"' 7nt) = Mk:ul + +Mnt:un
Vamos mostrar que continua valido para k£ + 1. Temos entdo

M(0,k+1,0,--- ,n;) = 3M(0,k,0,--- ny) —2M(0,k —1,0,--- ,ny)
= 3(Mypy + -+ My, pin) — 2(My_qpo1 + -+ + My, pi)
(3My — 2M 1)y + - - + (3M,,, — 2M,, )i
= Myaps + -+ My, pin

Com isso, € valido o Lema 3 (o). L]
Teorema 3. Os niimeros da forma M (ny,ns,ng, - - ,ny), tal que ny, Ny, - - -, ny € N sdo
determinados por:

M(ny,ng, -+ ,ng) = My, + Mp,py + -+ My, fin

Demonstracdo. Sejan,, ns, - - - ,n,_; valores fixos, iremos aplicar o principio da indugao
sobre n;. Paran; = 0

M(ny,ng,--+,0) = My, + My,p1 + -+ Mopn
= Mn1+Mn2,u1

Tem-se que a igualdade € valida pelo Lema (m).
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Supondo que seja verdade para qualquer £ < ny, ou seja, supondo que
M(n17n27“'7k> = Mn1 +Mn2/.,61++Mk,U/n
Vamos mostrar que continua valido para k£ + 1. Temos entdo

M(ny,ng, -+ k+1) = 3M(ny,ng, -, k) —2M(ny,ng, -+, k—1)
= 3(My, + Mpypi1 + -+ + Mypy) —
2(My, + Mgy + - -+ My )
= (3M,, — 2M,,) + (3M,, — 2M,)jir + -+ +
(3My, — 2Mp 1) pin
= My, + Mp,p0 + -+ Myy1pin

Como queriamos provar.

Agora para ny, - - - , n; valores fixos, iremos aplicar o principio da indugao sobre n..
Parany =0

M(nhou"'vnt) = Mnl_'_MO:ul_'__'_Mm:un
= My, +-- -+ My pn

Tem-se que a igualdade € valida pelo Lema (n).
Supondo que seja verdade para qualquer £ < ny, ou seja, supondo que

M(nlvku"' 7nt) = Mnl +Mk:u1 + e +Mnt:un
Vamos mostrar que continua valido para k + 1. Temos entdo

M(ny, k+1,--+,n) = 3M(ny, k,--,ng) —2M(ny, bk —1,--+ ,ny)
= 3(M,, + Mypy + -+ My, p1) —
2(Mp, + My_1pq + -+ =+ My, i)
= (3M,, — 2M,,) + (3My — 2Mj_ ) + -+ +
(3My, — 2Mp, )i
= My, + Mypapa + -+ My, pn

Como queriamos provar.

Agora para nsy, - - - , n; valores fixos, iremos aplicar o principio da indugao sobre 7.
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Paran; =0,

M(O7n27"'7nt) = MO_'_Mng,ul_'__'_Mnt,un
= Mpypi1 + -+ My, pin

Tem-se que a igualdade € valida pelo Lema 3 (0). Supondo que seja verdade para qualquer
k < ni, ou seja, supondo que

M(kun%"' 7nt> = Mk_'_Mng,ul + e +Mnt,un
Vamos mostrar que continua valido para k£ + 1. Temos entdo

M(k+1,n9,---,n) = 3M(k,ng,---,ny) —2M(k —1,n9, -+ ,n)
= 3(Mi+ Mp,pa + -+ My, i) —
2(Mpy—1 + My piy + - - - + My, i)
—  (3My — 2My_1) + (3My, — 2My, gy + - - +
(3M,,, — 2M,,,) pin
= Miyy + Moty + -+ + My,

Como queriamos provar. Com isso, o Teorema 3 € vélido. L

5 Conclusao

Com origem no modelo recursivo unidimensional de Mersenne, dado pela relagdo
M, o = 3M, 1 — 2M,,Vn € N, com valores iniciais definidos My = 0 e M; = 1,
foram exploradas as relagdes recorrentes bidimensionais e tridimensionais, obtendo, pelo
método indutivo, a relagdo n-dimensional.

Com o viés de estudar a evolu¢do matematica da sequéncia de Mersenne foram inves-
tigados os aspectos referentes a complexificacao dessa sequéncia, desenvolvendo proprie-
dades matematicas em torno desses nimeros. Desse modo, foram discutidas propriedades
e Lemas matematicos desse processo de complexificacdo da sequéncia de Mersenne, por
meio de investigacdes em torno do acréscimo da unidade imagindria, realizando a inser-
¢do de unidades imagindrias e de suas correspondentes representagcdes algébricas.
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