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Resumo. A sequência de Mersenne, batizada em homenagem ao matemático francês Ma-

rin Mersenne, é uma progressão recursiva de segunda ordem representada por um modelo

unidimensional, cujos números podem ser expressos na forma Mn = 2n − 1. Esta pesquisa

tem como objetivo explorar e investigar as relações recorrentes em diferentes dimensões,

incluindo as bidimensionais (M(n,m)), tridimensionais (M(n,m, p)) e n-dimensionais

(M(n1, n2, n3, · · · , nt)). O modelo unidimensional utilizado é definido pela recorrência

Mn+1 = 3Mn − 2Mn−1, onde n é um número inteiro não negativo, e os valores iniciais

são estabelecidos como M0 = 0 e M1 = 1. A pesquisa examina a evolução da sequência e

seu processo de complexificação. Durante essa análise, são identificadas propriedades ma-

temáticas das relações desses números, enfatizando o aumento dimensional da sequência
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e a introdução de unidades imaginárias i, j, · · · , µn. Isso culmina na generalização das

relações n-dimensionais, proporcionando uma compreensão mais abrangente e profunda da

sequência de Mersenne.

Palavras-chave. Sequência de Mersenne. Relações bidimensionais. Relações tridimensio-

nais. Relações n-dimensionais.

Abstract. The Mersenne sequence, named in honor of the French mathematician Marin

Mersenne, is a second-order recursive progression represented by a one-dimensional mo-

del, and its numbers can also be described in the form Mn = 2n − 1. This research aims

to explore and investigate the recurring relationships in two-dimensional (M(n,m)), three-

dimensional (M(n,m, p)), and n-dimensional (M(n1, n2, n3, · · · , nt)) spaces based on

the one-dimensional model Mn+1 = 3Mn−2Mn−1, where n is a non-negative integer, and

the initial values are set as M0 = 0 and M1 = 1. The evolution of the sequence is examined

along with its process of complexification. Throughout this analysis, mathematical proper-

ties of these number relations are identified, emphasizing the dimensional expansion of the

sequence and the inclusion of imaginary units i, j, · · · , µn, culminating in the generalization

of n-dimensional relationships.

Keywords. Mersenne Sequence. Two-dimensional relationships. Three-dimensional rela-

tionships. n-dimensional relations.
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1 Introdução

A sequência de Mersenne, a qual o nome é atribuído em homenagem ao matemático

francês Marin Mersenne (1588 - 1648), é uma sequência linear e recursiva de segunda

ordem. Os números de Mersenne são descritos na forma Mn = 2n − 1, com n inteiro não

negativo [6, 7].

Após alguns estudos, [4], introduziram uma nova relação, baseada na fórmula original

e na recorrência da sequência de Fibonacci, dada por: Mn+1 = 3Mn − 2Mn−1, n >

1, ∀n ∈ N, com os valores iniciais M0 = 0 e M1 = 1.

A equação característica dessa sequência é dada pela equação característica x2−3x+

2 = 0, apresentando as duas soluções para este polinômio como sendo raízes reais 2

e 1. Destaca-se que o primeiro valor possui relação com o número de cobre (valor de
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aproximadamente 2). Esta relação é dada ao definir uma subsequência, obtida pela divisão

de um termo da sequência pelo seu antecessor [1, 2, 3].

A partir dessa relação de recorrência, conhecida também como modelo unidimensi-

onal, e, com base nos estudos de [5], serão inseridas unidades imaginárias, realizando

um aumento da dimensão da sequência de Mersenne. Diante disso, serão explorados os

aspectos matemáticos das relações recorrentes bidimensionais, tridimensionais e da sua

generalização n-dimensional.

De fato, a evolução matemática das identidades bidimensionais dessa sequência é dada

por meio de duas variáveis m e n para os números na forma complexa M(n,m), e devem

satisfazer as relações recorrentes: M(n+2, m) = 3M(n+1, m)−2M(n,m) e M(n,m+

2) = 3M(n,m + 1) − 2M(n,m). De maneira similar, obtém-se que as identidades

tridimensionais M(n,m, p), com as seguintes relações de recorrência: M(n+2, m, p) =

3M(n + 1, m, p) − 2M(n,m, p), M(n,m + 2, p) = 3M(n,m + 1, p) − 2M(n,m, p)

e M(n,m, p + 2) = 3M(n,m, p + 1) − 2M(n,m, p). A generalização do processo de

complexificação dessa sequência é dada pela obtenção das relações n-dimensionais com

n1, n2, · · · , nt variáveis para os números M(n1, n2, · · · , nt).

2 As relações bidimensionais de Mersenne

A seguir, serão estudadas as relações bidimensionais de Mersenne, com base no seu

modelo unidimensional [8, 9, 10]. Considera-se N como o conjunto dos inteiros não

negativos.

Definição 1. Os números na forma M(n,m), com n,m ∈ N, são definidos como a

Sequência Bidimensional de Mersenne, satisfazendo as seguintes relações de recorrên-

cia:

{

M(n + 2, m) = 3M(n + 1, m)− 2M(n,m)

M(n,m + 2) = 3M(n,m+ 1)− 2M(n,m)

com as condições iniciais: M(0, 0) = 0;M(1, 0) = 1;M(0, 1) = i e M(1, 1) = 1 + i,

onde i2 = −1.

Lema 1. Valem as seguintes propriedades:

(a) M(n, 0) = Mn;

(b) M(0, m) = Mmi;

(c) M(1, m) = M1 +Mmi;

(d) M(n, 1) = Mn +M1i.
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Demonstração. (a) Através da recorrência M(n + 2, m) = 3M(n + 1, m)− 2M(n,m),

fixando m = 0, recorre-se ao Princípio de Indução Matemática para a prova deste Lema.

Nesse sentido, para n = 0, temos uma condição inicial:

M(0, 0) = 0 = M0

Tem-se que a igualdade é válida, tendo em vista que M(0, 0) = 0.

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, ou seja, M(l, 0) = Ml. Vamos

mostrar que isso implica na validade para M(k + 1, 0).

M(k + 1, 0) = 3M(k, 0)− 2M(k − 1, 0)

= 3Mk − 2Mk−1

= Mk+1

Desse modo, verifica-se a validade do Lema 1 (a).

(b) Utilizando a recorrência M(n,m+2) = 3M(n,m+ 1)− 2M(n,m) e o Princípio de

Indução Matemática, tem-se:

para m = 0, temos uma condição inicial:

M(0, 0) = 0 = M0

Tem-se que a igualdade é válida, pois M(0, 0) = M0i.

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, ou seja, M(0, l) = Mli. Vamos

mostrar que isso implica na validade para M(0, k + 1).

M(0, k + 1) = 3M(0, k)− 2M(0, k − 1)

= 3Mki− 2Mk−1i

= Mk+1i

Com isso, tem-se a validade do Lema 1 (b).

(c) Utilizando a recorrência M(n,m+ 2) = 3M(n,m+ 1)− 2M(n,m), fixando n = 1,

pelo Princípio de Indução Matemática, tem-se:

para m = 0, usando-se o item (a):

M(1, 0) = M1 = M1 +M0i
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Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, ou seja, M(1, l) = M1+Mli. Vamos

mostrar que isso implica na validade para M(1, k + 1).

M(1, k + 1) = 3M(1, k)− 2M(1, k − 1)

= 3(M1 +Mki)− 2(M1 +Mk−1i)

= 3M1 − 2M1 + 3Mki− 2Mk−1i

= M1 +Mk+1i

Logo, tem-se que o Lema 1 (c) é válido.

(d) Utilizando a recorrência M(n+2, m) = 3M(n+1, m)− 2M(n,m), fixando m = 1,

pelo Princípio de Indução Matemática, tem-se:

para n = 0, usando-se o item (b):

M(0, 1) = M1i = M0 +M1i

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, ou seja, M(l, 1) = Ml+M1i. Vamos

mostrar que isso implica na validade para M(k + 1, 1).

M(k + 1, 1) = 3M(k, 1)− 2M(k − 1, 1)

= 3(Mk +M1i)− 2(Mk−1 +M1i)

= 3Mk − 2Mk−1 + 3M1i− 2M1i

= Mk+1 +M1i

Com isso, é válido o Lema 1 (d).

Teorema 1. Para os dois inteiros não negativos n, m, os números bidimensionais de

Mersenne são descritos por:

M(n,m) = Mn +Mmi.

Demonstração. Recorre-se ao Princípio de Indução Matemática como meio de prova

para o teorema em questão. Comecemos por fixar n ∈ N e vamos usar indução sobre m.

Para m = 0, pelo Lema 1(a), temos:

M(n, 0) = Mn = Mn + 0i = Mn +M0i

Suponhamos agora que é válido para todo 0 < l ≤ k, com n fixo, ou seja, M(n, l) =
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Mn +Mli. Vamos mostrar que isso implica na validade para M(n, k + 1).

M(n, k + 1) = 3M(n, k)− 2M(n, k − 1)

= 3(Mn +Mki)− 2(Mn +Mk−1i)

= 3Mn − 2Mn + 3Mki− 2Mk−1i

= Mn +Mk+1i

Como pretendíamos mostrar.

Agora, vamos fixar m ∈ N e usar indução sobre n.

Para n = 0, pelo Lema 1(b), temos:

M(0, m) = Mmi = 0 +Mmi = M0 +Mmi

Suponhamos agora que é válido para todo 0 < l ≤ k, com m fixo, ou seja, M(l, m) =

Ml +Mmi. Vamos mostrar que isso implica na validade para M(k + 1, m).

M(k + 1, m) = 3M(k,m)− 2M(k − 1, m)

= 3(Mk +Mmi)− 2(Mk−1 +Mmi)

= 3Mk − 2Mk−1 + 3Mmi− 2Mmi

= Mk+1 +Mmi

O que completa a demonstração do teorema.

3 As relações tridimensionais de Mersenne

Nesta seção, serão apresentadas as relações tridimensionais de Mersenne, a partir do

seu modelo unidimensional.

Definição 2. Os números na forma M(n,m, p) são definidos como a Sequência Tridimen-

sional de Mersenne, satisfazendo as seguintes relações de recorrência, em que n,m, p são

inteiros não negativos:











M(n + 2, m, p) = 3M(n + 1, m, p)− 2M(n,m, p)

M(n,m+ 2, p) = 3M(n,m+ 1, p)− 2M(n,m, p)

M(n,m, p + 2) = 3M(n,m, p+ 1)− 2M(n,m, p)

Com as condições iniciais: M(0, 0, 0) = 0,M(1, 0, 0) = 1,M(0, 1, 0) = i,M(0, 0, 1) =

j,M(1, 0, 1) = 1+ j,M(1, 1, 0) = 1+ i,M(0, 1, 1) = i+ j,M(1, 1, 1) = 1+ i+ j, onde
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i2 = j2 = −1.

Lema 2. As seguintes propriedades são válidas para a sequência tridimensional de Mer-

senne:

(a) M(n, 0, 0) = Mn;

(b) M(0, m, 0) = Mmi;

(c) M(0, 0, p) = Mpj;

(d) M(n, 1, 0) = Mn +M1i;

(e) M(n, 0, 1) = Mn +M1j;

(f) M(n, 1, 1) = Mn +M1i+M1j;

(g) M(1, m, 0) = M1 +Mmi;

(h) M(0, m, 1) = Mmi+M1j;

(i) M(1, m, 1) = M1 +Mmi+M1j;

(j) M(1, 0, p) = M1 +Mpj;

(k) M(0, 1, p) = M1i+Mpj;

(l) M(1, 1, p) = M1 +M1i+Mpj;

(m) M(n,m, 0) = Mn +Mmi;

(n) M(n, 0, p) = Mn +Mpj;

(o) M(0, m, p) = Mmi+Mpj.

Demonstração. (a) Através da recorrência M(n+2, m, p) = 3M(n+1, m, p)−2M(n,m, p),

fixando os valores de m = 0, p = 0, aplicaremos o princípio de indução sobre n. Para

n = 0, temos uma condição inicial, conforme Definição 2:

M(0, 0, 0) = 0 = M0;

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l 6 k, ou seja, M(l, 0, 0) = Ml.

Vamos mostrar que isso implica para M(k + 1, 0, 0).

M(k + 1, 0, 0) = 3M(k, 0, 0)− 2M(k − 1, 0, 0)

= 3Mk − 2Mk−1

= Mk+1

Desse modo, o Princípio da Indução Finita nos garante a validade do Lema 2(a).

(b) Através da recorrência M(n,m + 2, p) = 3M(n,m + 1, p) − 2M(n,m, p), fixando

n = 0, p = 0, aplicaremos indução sobre m. Nesse sentido, para m = 0, tem-se uma

condição inicial da Definição 2:

M(0, 0, 0) = 0 = M0i
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Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l 6 k, ou seja, M(0, l, 0) = Mli.

Vamos mostrar que isso implica que também é válido para M(0, k + 1, 0).

M(0, k + 1, 0) = 3M(0, k, 0)− 2M(0, k − 1, 0)

= 3Mki− 2Mk−1i

= Mk+1i

Com isso, o Princípio da Indução Finita garante-nos a validade do Lema 2(b).

(c) Através da recorrência M(n,m, p+2) = 3M(n,m, p+1)−2M(n,m, p) da Definição

2, fixando n = 0, m = 0, aplicaremos indução sobre p. Nesse sentido, para p = 0, temos

uma condição inicial da Definição 2:

M(0, 0, 0) = 0 = M0j

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, ou seja, M(0, 0, l) = Mlj.

Vamos mostrar que isso implica que também é válido para M(0, 0, k + 1). Temos então

M(0, 0, k + 1) = 3M(0, 0, k)− 2M(0, 0, k − 1)

= 3Mkj − 2Mk−1j

= Mk+1j

Logo, o Princípio da Indução Finita garante-nos a validade do Lema 2(c).

(d) Através da recorrência M(n + 2, m, p) = 3M(n + 1, m, p) − 2M(n,m, p), fixando

m = 1, p = 0, aplicaremos indução sobre n. Nesse sentido, para n = 0, usando o item

(b):

M(0, 1, 0) = M1i = M0 +M1i

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, ou seja, M(l, 1, 0) = Ml +M1i.

Vamos mostrar que isso implica que também é válido para M(k + 1, 1, 0).

M(k + 1, 1, 0) = 3M(k, 1, 0)− 2M(k − 1, 1, 0)

= 3(Mk +M1i)− 2(Mk−1 +M1i)

= (3Mk − 2Mk−1) + (3M1 − 2M1)i

= Mk+1 +M1i

Com isso, o Princípio da Indução Finita garante-nos a validade do Lema 2(d).

(e) Através da recorrência M(n+2, m, p) = 3M(n+1, m, p)−2M(n,m, p) da Definição
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2, fixando m = 0, p = 1, aplicaremos indução em n. Nesse sentido, para n = 0, usando-

se o item (c):

M(0, 0, 1) = M1j = M0 +M1j

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, ou seja, M(l, 0, 1) = Ml +M1j.

Vamos mostrar que isso implica também que é válido para M(k + 1, 0, 1).

M(k + 1, 0, 1) = 3M(k, 0, 1)− 2M(k − 1, 0, 1)

= 3(Mk +M1j)− 2(Mk−1 +M1j)

= (3Mk − 2Mk−1) + (3M1 − 2M1)j

= Mk+1 +M1j

Com isso, o Princípio da Indução garante-nos a validade do Lema 2(e).

(f) Através da recorrência M(n+2, m, p) = 3M(n+1, m, p)−2M(n,m, p) da Definição

2, fixando m = 1, p = 1, aplicaremos indução em n. Para n = 0, temos a condição inicial

conforme Definição 2, logo:

M(0, 1, 1) = i+ j = M0 +M1i+M1j

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, ou seja, M(l, 1, 1) = Ml+M1i+M1j.

Vamos mostrar que isso implica que também é válido para M(k + 1, 1, 1).

M(k + 1, 1, 1) = 3M(k, 1, 1)− 2M(k − 1, 1, 1)

= 3(Mk +M1i+M1j)− 2(Mk−1 +M1i+M1j)

= (3Mk − 2Mk−1) + (3M1 − 2M1)i+ (3M1 − 2M1)j

= Mk+1 +M1i+M1j

Com isso, o Princípio da Indução Finita garante-nos a validade do Lema 2(f).

(g) Através da recorrência M(n,m+2, p) = 3M(n,m+1, p)−2M(n,m, p) da Definição

2, fixando n = 1, p = 0, aplicaremos indução sobre m. Para m = 0, usando-se o item

(a):

M(1, 0, 0) = M1 = M1 +M0i (1)

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, ou seja, M(1, l, 0) = M1 +Mli.
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Vamos mostrar que isso implica na validade para M(1, k + 1, 0).

M(1, k + 1, 0) = 3M(1, k, 0)− 2M(1, k − 1, 0)

= 3(M1 +Mki)− 2(M1 +Mk−1i)

= (3M1 − 2M1) + (3Mk − 2Mk−1)i

= M1 +Mk+1i

Com isso, o Princípio da Indução Finita garante-nos a validade do Lema 2(g).

(h) Através da recorrência M(n,m+2, p) = 3M(n,m+1, p)−2M(n,m, p) da Definição

2, fixando n = 0, p = 1, aplicaremos indução sobre m. Para m = 0, temos a seguinte

expressão conforme Definição 2:

M(0, 0, 1) = j = M0i+M1j

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, ou seja, M(0, l, 1) = Mli+M1j.

Vamos mostrar que isso implica na validade para M(0, k + 1, 1).

M(0, k + 1, 1) = 3M(0, k, 1)− 2M(0, k − 1, 1)

= 3(Mki+M1j)− 2(Mk−1i+M1j)

= (3Mk − 2Mk−1)i+ (3M1 − 2M1)j

= Mk+1i+M1j

Com isso, o Princípio da Indução Finita garante-nos a validade do Lema 2(h).

(i) Através da recorrência M(n,m+2, p) = 3M(n,m+1, p)−2M(n,m, p) da Definição

2, fixando n = 1, p = 1, aplicaremos indução sobre m. Para m = 0, temos uma condição

inicial conforme Definição 2.

M(1, 0, 1) = i+ j = M1 +M0i+M1j

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, ou seja, M(1, l, 1) = M1+Mli+M1j.

Vamos mostrar que isso implica que também é válido para M(1, k + 1, 1).

M(1, k + 1, 1) = 3M(1, k, 1)− 2M(1, k − 1, 1)

= 3(M1 +Mki+M1j)− 2(M1 +Mk−1i+M1j)

= (3M1 − 2M1) + (3Mk − 2Mk−1)i+ (3M1 − 2M1)j

= M1 +Mk+1i+M1j
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Com isso, o Princípio da Indução Finita garante-nos a validade do Lema 2(i).

(j) Através da recorrência M(n,m, p+2) = 3M(n,m, p+1)−2M(n,m, p) da Definição

2, fixando n = 1, m = 0, aplicaremos indução sobre p. Para p = 0, usando-se o item (a):

M(1, 0, 0) = M1 = M1 +M0j

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, ou seja, M(1, 0, l) = M1 +Mlj.

Vamos mostrar que isso implica na validade para M(1, 0, k + 1).

M(1, 0, k + 1) = 3M(1, 0, k)− 2M(1, 0, k − 1)

= 3(M1 +Mkj)− 2(M1 +Mk−1j)

= (3M1 − 2M1) + (3Mk − 2Mk−1)j

= M1 +Mk+1j

Com isso, o Princípio da Indução Finita garante-nos a validade do Lema 2(j).

(k) Através da recorrência M(n,m, p+2) = 3M(n,m, p+1)−2M(n,m, p) da Definição

2, fixando n = 0, m = 1, aplicaremos indução sobre p. Para p = 0, usando-se o item (b):

M(0, 1, 0) = M1i = M1i+M0j

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, ou seja, M(0, 1, l) = M1i+Mlj.

Vamos mostrar que isso implica na validade para M(0, 1, k + 1).

M(0, 1, k + 1) = 3M(0, 1, k)− 2M(0, 1, k − 1)

= 3(M1i+Mkj)− 2(M1i+Mk−1j)

= (3M1 − 2M1)i+ (3Mk − 2Mk−1)j

= M1i+Mk+1j

Com isso, o Princípio da Indução Finita garante-nos a validade do Lema 2(k).

(l) Através da recorrência M(n,m, p+2) = 3M(n,m, p+1)−2M(n,m, p) da Definição

2, fixando n = 1, m = 1, aplicaremos indução sobre p. Para p = 0, tem-se uma condição

inicial conforme a Definição 2:

M(1, 1, 0) = 1 + i = M1 +M1i+M0j

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, ou seja, M(1, 1, l) = M1+M1i+Mlj.
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Vamos mostrar que continua isso implica que é válido para M(1, 1, k + 1).

M(1, 1, k + 1) = 3M(1, 1, k)− 2M(1, 1, k − 1)

= 3(M1 +M1i+Mkj)− 2(M1 +M1i+Mk−1j)

= (3M1 − 2M1) + (3M1 − 2M1)i+ (3Mk − 2Mk−1)j

= M1 +M1i+Mk+1j

Com isso, o Princípio da Indução Finita garante-nos a validade do Lema 2(l).

(m) Através da recorrência M(n,m+2, p) = 3M(n,m+1, p)−2M(n,m, p) da Definição

2, começaremos fixando n, tomando p = 0 e aplicando indução sobre m. Para m = 0,

usando-se o item (a):

M(n, 0, 0) = Mn = Mn +M0i

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, ou seja, M(n, l, 0) = Mn +Mli.

Vamos mostrar que continua isso implica que é válido para M(k + 1, 1, 0).

M(n, k + 1, 0) = 3M(n, k, 0)− 2M(n, k − 1, 0)

= 3(Mn +Mki)− 2(Mn +Mk−1i)

= (3Mn − 2Mn)− (3Mk − 2Mk−1)i

= Mn +Mk+1i

Agora, fixando m, tomando p = 0 e usando indução sobre n, através da recorrência

M(n + 1, m, p) = 3M(n,m, p)− 2M(n− 1, m, p) da Definição 2, tem-se:

para n = 0, usando-se o item (b):

M(0, m, 0) = Mmi = M0 +Mmi

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, ou seja, M(l, m, 0) = Ml +Mmi.

Vamos mostrar que continua isso implica que é válido para M(k + 1, m, 0).

M(k + 1, m, 0) = 3M(k,m, 0)− 2M(k − 1, m, 0)

= 3(Mk +Mmi)− 2(Mk−1 +Mmi)

= (3Mk − 2Mk−1) + (3Mm − 2Mm)i

= Mk+1 +Mmi

Com isso, o Princípio de Indução garante-nos que é válido o Lema 2(m).
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(n) Através da recorrência M(n,m, p+2) = 3M(n,m, p+1)−2M(n,m, p) da Definição

2, começaremos fixando n, tomando m = 0 e aplicando indução sobre p. Para p = 0,

pelo item (a):

M(n, 0, 0) = Mn = Mn +M0j

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, ou seja, M(n, 0, l) = Mn +Mlj.

Vamos mostrar que isso implica na validade para M(n, 0, k + 1).

M(n, 0, k + 1) = 3M(n, 0, k)− 2M(n, 0, k − 1)

= 3(Mn +Mkj)− 2(Mn +Mk−1j)

= (3Mn − 2Mn) + (3Mk − 2Mk−1)j

= Mn +Mk+1j

Agora, fixando p, tomando m = 0 e usando indução sobre n, através da recorrência

M(n+2, m, p) = 3M(n+1, m, p)−2M(n,m, p) da Definição 2. Para n = 0, usando-se

o item (c):

M(0, 0, p) = Mpj = M0 +Mpj

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, ou seja, M(l, 0, p) = Ml +Mpj.

Vamos mostrar que isso implica na validade para M(k + 1, 0, p).

M(k + 1, 0, p) = 3M(k, 0, p)− 2M(k − 1, 0, p)

= 3(Mk +Mpj)− 2(Mk−1 +Mpj)

= (3Mk − 2Mk−1) + (3Mp − 2Mp)j

= Mk+1 +Mpj

Com isso, o Princípio de Indução garante-nos que é válido o Lema 2(n).

(o) Através da recorrência M(n,m, p+2) = 3M(n,m, p+1)−2M(n,m, p) da Definição

2, para n = 0, começaremos fixando m e aplicando indução sobre p. Para p = 0, pelo

item (b):

M(0, m, 0) = Mmi = Mmi+M0j

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, ou seja, M(0, m, l) = Mmi+Mlj.
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Vamos mostrar que isso implica na validade para M(0, m, k + 1).

M(0, m, k + 1) = 3M(0, m, k)− 2M(0, m, k − 1)

= 3(Mmi+Mkj)− 2(Mmi+Mk−1j)

= (3Mm − 2Mm)i+ (3Mk − 2Mk−1)j

= Mmi+Mk+1j

Como queríamos mostrar. Agora, fixando p, tomando n = 0 e usando indução sobre m,

através da recorrência M(n,m + 1, p) = 3M(n,m, p) − 2M(n,m − 1, p) da Definição

2, tem-se:

para m = 0, usando-se o item (c):

M(0, 0, p) = Mpj = M0i+Mpj

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, ou seja, M(0, l, p) = Mli+Mpj.

Vamos mostrar que isso implica que continua válido para M(0, k + 1, p).

M(0, k + 1, p) = 3M(0, k, p)− 2M(0, k − 1, p)

= 3(Mki+Mpj)− 2(Mk−1i+Mpj)

= (3Mk − 2Mk−1) + (3Mp − 2Mp)j

= Mk+1i+Mpj

Com isso, o Princípio de Indução garante-nos que é válido o Lema 2(o).

Teorema 2. Sejam n,m, p ∈ N, os números tridimensionais de Mersenne são descritos

por:

M(n,m, p) = Mn +Mmi+Mpj.

Demonstração. Recorre-se ao Princípio de Indução Matemática como alternativa de

prova para o teorema em questão. Comecemos considerando n e m valores fixos, aplica-

remos indução sobre p. Usando-se o Lema 2(m), para p = 0:

M(n,m, 0) = Mn +Mmi = Mn +Mmi+M0j

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, com n e m fixados, ou seja,

M(n,m, l) = Mn +Mmi+Mlj.
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Vamos mostrar que isso implica que continua válido para M(n,m, k + 1).

M(n,m, k + 1) = 3M(n,m, k)− 2M(n,m, k − 1)

= 3(Mn +Mmi+Mkj)− 2(Mn +Mmi+Mk−1j)

= (3Mn − 2Mn) + (3Mm − 2Mm)i+ (3Mk − 2Mk−1)j

= Mn +Mmi+Mk+1j

Agora, fixemos n e p e usemos indução sobre m. Nesse sentido, para m = 0, usando-se

o Lema 3.2(n):

M(n, 0, p) = Mn +Mpj = Mn +M0i+Mpj

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, com n e p fixados, ou seja,

M(n, l, p) = Mn +Mli+Mpj.

Vamos mostrar que isso implica que continua válido para M(n, k + 1, p).

M(n, k + 1, p) = 3M(n, k, p)− 2M(n, k − 1, p)

= 3(Mn +Mki+Mpj)− 2(Mn +Mk−1i+Mpj)

= (3Mn − 2Mn) + (3Mk − 2Mk−1)i+ (3Mp − 2Mp)j

= Mn +Mk+1i+Mpj

Agora, fixemos m e p e usemos indução sobre n. Nesse sentido, para n = 0, usando-se

o Lema 2(o):

M(0, m, p) = Mmi+Mpj = M0 +Mmi+Mpj

Supondo que seja verdade para qualquer 0 < l ≤ k, com m e p fixados, ou seja,

M(l, m, p) = Ml +Mmi+Mpj.

Vamos mostrar que isso implica que continua válido para M(k + 1, m, p).

M(k + 1, m, p) = 3M(k,m, p)− 2M(k − 1, m, p)

= 3(Mk +Mmi+Mpj)− 2(Mk−1 +Mmi+Mpj)

= (3Mk − 2Mk−1) + (3Mm − 2Mm)i+ (3Mp − 2Mp)j

= Mk+1 +Mmi+Mpj

Como queríamos mostrar. Com isso, concluímos a demonstração do teorema.
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4 As relações n-dimensionais de Mersenne

Nesta seção serão apresentados os números hipercomplexos de Mersenne. Segundo

[8] esses números são apresentados na forma G = (n, n2, n3, · · · , nt) possuindo n va-

riáveis. Para apresentar os números hipercomplexos é realizado um processo evolutivo

desses números; a partir da sua forma unidimensional, é apresentada sua relação recor-

rente bidimensional, na qual, é inserida a unidade imaginária i e na relação recorrente

tridimensional, inserindo as unidades imaginárias i e j e assim sucessivamente até sua

forma n-dimensional.

Definição 3. Seja um número hipercomplexo M(n1, n2, n3, · · · , nt) com n variáveis,

para n ≥ 2 vale, além da componente imaginária i, o seguinte conjunto de unidades

imaginárias (µ1 = i, µ2 = j, · · · , µn). Quanto às variáveis e sua notação, tem-se que

n = n1. Desse modo, são definidos os valores iniciais a seguir:

M(0, 0, 0, · · · , 0) = 0

M(1, 0, 0, · · · , 0) = 1

M(0, 1, 0, · · · , 0) = µ1

M(0, 0, 1, · · · , 0) = µ2

M(0, 0, 0, 1, 0, · · · , 0) = µ3

... =
...

M(0, 0, 0, · · · , 1) = µn

M(1, 1, 1, · · · , 1) = 1 + µ1 + µ2 + µ3 + · · ·+ µn

M(0, 1, 1, · · · , 1) = µ1 + µ2 + µ3 + · · ·+ µn

M(1, 0, 1, · · · , 1) = 1 + µ2 + µ3 + · · ·+ µn

... =
...

M(1, 1, 1, · · · , 1, 0) = 1 + µ1 + µ2 + µ3 + · · ·+ µn−1

Com isso, os números da forma M(n, n2, n3, · · · , nt) devem satisfazer às seguintes

condições n-dimensionais de recorrência:























M(n1 + 1, n2, · · · , nt) = 3M(n1, n2, · · · , nt)− 2M(n1 − 1, n2, · · · , nt)

M(n1, n2 + 1, · · · , nt) = 3M(n1, n2, · · · , nt)− 2M(n1, n2 − 1, · · · , nt)
... =

...

M(n1, n2, n3, · · · , nt + 1) = 3M(n1, n2, · · · , nt)− 2M(n1, n2, · · · , nt − 1)

Lema 3. As seguinte propriedades são válidas para a sequência n-dimensional de Mer-
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senne:

(a) M(n1, 0, 0, · · · , 0) = Mn1

(b) M(0, n2, 0, · · · , 0) = Mn2
µ1

(c) M(0, 0, 0, · · · , nt) = Mnt
µn

(d) M(n1, 1, 0, · · · , 0) = Mn1
+M1µ1

(e) M(n1, 0, 0, · · · , 1) = Mn1
+ · · ·+M1µn

(f)M(n1, 1, 0, · · · , 1) = Mn1
+M1µ1 + · · ·+M1µn

(g) M(1, n2, 0, · · · , 0) = M1 +Mn2
µ1

(h)M(0, n2, 0, · · · , 1) = Mn2
µ1 + · · ·+M1µn

(i) M(1, n2, 0, · · · , 1) = M1 +Mn2
µ1 + · · ·+M1µn

(j) M(1, 0, 0, · · · , nt) = M1 + · · ·+Mnt
µn

(k)M(0, 1, 0, · · · , nt) = M1µ1 + · · ·+Mnt
µn

(l) M(1, 1, 0, · · · , nt) = M1 +M1µ1 + · · ·+Mnt
µn

(m)M(n1, n2, 0, · · · , 0) = Mn1
+Mn2

µ1

(n) M(n1, 0, 0, · · · , nt) = Mn1
+ · · ·+Mnt

µn

(o)M(0, n2, 0, · · · , nt) = Mn2
µ1 + · · ·+Mnt

µn

Demonstração. (a) Através da recorrência M(n1+1, n2, · · · , nt) = 3M(n1, n2, · · · , nt)−

2M(n1−1, n2, · · · , nt), fixando n2, · · · , nt iguais a zero e aplicando o método de indução

em n1, tem-se:

Para n1 = 0

M(0, 0, 0, · · · , 0) = M0

= 0

Supondo que seja verdade para n2, · · · , nt fixos e qualquer k ≤ n1, ou seja supondo que

M(k, 0, 0, · · · , 0) = Mk

Vamos mostrar que continua válido para k + 1. Temos então

M(nk+1, 0, 0, · · · , 0) = 3M(nk, 0, 0, · · · , 0)− 2M(nk−1, 0, 0, · · · , 0)

= 3Mk − 2Mk−1

= Mk+1

Com isso, é válido o Lema 3 (a).

(b) Através da recorrência M(n1, n2 + 1, · · · , nt) = 3M(n1, n2, · · · , nt)− 2M(n1, n2 −

1, · · · , nt), fixando n1, n3, · · · , nt iguais a zero e aplicando o método de indução em n2,

tem-se:
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Para n2 = 0

M(0, 0, 0, · · · , 0) = 0

Supondo que seja verdade para n1, · · · , nt fixos e qualquer k ≤ n2, ou seja supondo que

M(0, k, 0, · · · , 0) = Mkµ1

Vamos mostrar que continua válido para k + 1. Temos então

M(0, nk+1, 0, · · · , 0) = 3M(0, nk, 0, · · · , 0)− 2M(0, nk−1, 0, · · · , 0)

= 3Mkµ1 − 2Mk−1µ1

= Mk+1µ1

Com isso, é válido o Lema 3 (b).

(c) Através da recorrência M(n1, n2, n3, · · · , nt + 1) = 3M(n1, n2, · · · , nt)−

2M(n1, n2, · · · , nt−1), fixando n1, n2, · · · iguais a zero e aplicando o método de indução

em nt, tem-se:

Para nt = 0

M(0, 0, 0, · · · , 0) = 0

Supondo que seja verdade para n1, n2, · · · fixos e qualquer k ≤ nt, ou seja supondo que

M(0, 0, 0, · · · , k) = Mkµn

Vamos mostrar que continua válido para k + 1. Temos então

M(0, 0, 0, · · · , nk+1) = 3M(0, 0, 0, · · · , nk)− 2M(0, 0, 0, · · · , nk−1)

= 3Mkµn − 2Mk−1µn

= Mk+1µn

Com isso, é válido o Lema 3 (c).

(d) Através da recorrência M(n1 + 1, n2, · · · , nt) = 3M(n1, n2, · · · , nt) − 2M(n1 −

1, n2, · · · , nt), fixando n2 = 1, nt = 0 e aplicando o princípio de indução sobre n1.

Nesse sentido, para n1 = 0:

M(0, 1, 0, · · · , 0) = M0 +M1µ1

= µ1
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Tem-se que a igualdade é válida.

Supondo que seja verdade para qualquer k ≤ n1, ou seja, supondo que

M(k, 1, 0, · · · , 0) = Mk +M1µ1

Vamos mostrar que continua válido para k + 1. Temos então

M(k + 1, 1, 0, · · · , 0) = 3M(k, 1, 0, · · · , 0)− 2M(k − 1, 1, 0, · · · , 0)

= 3(Mk +M1µ1)− 2(Mk−1 +M1µ1)

= (3Mk − 2Mk−1) + (3M1 − 2M1)µ1

= Mk+1 +M1µ1

Com isso, é válido o Lema 3 (d).

(e) Através da recorrência M(n1 + 1, n2, · · · , nt) = 3M(n1, n2, · · · , nt) − 2M(n1 −

1, n2, · · · , nt), fixando n2 = 0, nt = 1 e aplicando o princípio de indução sobre n1.

Nesse sentido, para n1 = 0:

M(0, 0, 0, · · · , 1) = M0 + · · ·+M1µn

= µn

Tem-se que a igualdade é válida.

Supondo que seja verdade para qualquer k ≤ n1, ou seja, supondo que

M(k, 0, 0, · · · , 1) = Mk + · · ·+M1µn

Vamos mostrar que continua válido para k + 1. Temos então

M(k + 1, 0, 0, · · · , 1) = 3M(k, 0, 0, · · · , 1)− 2M(k − 1, 0, 0, · · · , 1)

= 3(Mk + · · ·+M1µn)− 2(Mk−1 + · · ·+M1µn)

= (3Mk − 2Mk−1) + · · ·+ (3M1 − 2M1)µn

= Mk+1 + · · ·+M1µn

Com isso, é válido o Lema 3 (e).

(f) Através da recorrência M(n1 + 1, n2, · · · , nt) = 3M(n1, n2, · · · , nt) − 2M(n1 −

1, n2, · · · , nt), fixando n2 = 1, nt = 1 e aplicando o princípio de indução sobre n1.
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Nesse sentido, para n1 = 0:

M(0, 1, 0, · · · , 1) = M0 +M1µ1 + · · ·+M1µn

= µ1 + · · ·+ µn

Tem-se que a igualdade é válida.

Supondo que seja verdade para qualquer k ≤ n1, ou seja, supondo que

M(k, 1, 0, · · · , 1) = Mk +M1µ1 + · · ·+M1µn

Vamos mostrar que continua válido para k + 1. Temos então

M(k + 1, 1, 0, · · · , 1) = 3M(k, 1, 0, · · · , 1)− 2M(k − 1, 1, 0, · · · , 1)

= 3(Mk +M1µ1 + · · ·+M1µn)− 2(Mk−1 +M1µ1 + · · ·+M1µn)

= (3Mk − 2Mk−1) + (3M1 − 2M1)µ1 + · · ·+ (3M1 − 2M1)µn

= Mk+1 +M1µ1 + · · ·+M1µn

Com isso, é válido o Lema 3 (f).

(g) Através da recorrência M(n1, n2 + 1, · · · , nt) = 3M(n1, n2, · · · , nt)− 2M(n1, n2 −

1, · · · , nt), fixando n1 = 1, nt = 0 e aplicando o princípio de indução sobre n2. Nesse

sentido, para n2 = 0:

M(1, 0, 0, · · · , 0) = M1 +M0µ1

= 1

Tem-se que a igualdade é válida.

Supondo que seja verdade para qualquer k ≤ n2, ou seja, supondo que

M(1, k, 0, · · · , 0) = M1 +Mkµ1

Vamos mostrar que continua válido para k + 1. Temos então

M(1, k + 1, 0, · · · , 0) = 3M(1, k, 0, · · · , 0)− 2M(1, k − 1, 0, · · · , 0)

= 3(M1 +Mkµ1)− 2(M1 +Mk−1µ1)

= (3M1 − 2M1) + (3Mk − 2Mk−1)µ1

= M1 +Mk+1µ1

Com isso, é válido o Lema 3 (g).
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(h) Através da recorrência M(n1, n2 + 1, · · · , nt) = 3M(n1, n2, · · · , nt)− 2M(n1, n2 −

1, · · · , nt), fixando n1 = 0, nt = 1 e aplicando o princípio de indução sobre n2. Nesse

sentido, para n2 = 0:

M(0, 0, 0, · · · , 1) = M0µ1 + · · ·+M1µn

= µn

Tem-se que a igualdade é válida.

Supondo que seja verdade para qualquer k ≤ n2, ou seja, supondo que

M(0, k, 0, · · · , 1) = Mkµ1 + · · ·+M1µn

Vamos mostrar que continua válido para k + 1. Temos então

M(0, k + 1, 0, · · · , 1) = 3M(0, k, 0, · · · , 1)− 2M(0, k − 1, 0, · · · , 1)

= 3(Mkµ1 + · · ·+M1µn)− 2(Mk−1µ1 + · · ·+M1µn)

= (3Mk − 2Mk−1)µ1 + · · ·+ (3M1 − 2M1)µn

= Mk+1µ1 + · · ·+M1µn

Com isso, é válido o Lema 3 (h).

(i) Através da recorrência M(n1, n2 + 1, · · · , nt) = 3M(n1, n2, · · · , nt)− 2M(n1, n2 −

1, · · · , nt), fixando n1 = 1, nt = 1 e aplicando o princípio de indução sobre n2. Nesse

sentido, para n2 = 0:

M(1, 0, 0, · · · , 1) = M1 +M0µ1 + · · ·+M1µn

= 1 + µn

Tem-se que a igualdade é válida.

Supondo que seja verdade para qualquer k ≤ n2, ou seja, supondo que

M(1, k, 0, · · · , 1) = M1 +Mkµ1 + · · ·+M1µn

Vamos mostrar que continua válido para k + 1. Temos então
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M(1, k + 1, 0, · · · , 1) = 3M(1, k, 0, · · · , 1)− 2M(1, k − 1, 0, · · · , 1)

= 3(M1 +Mkµ1 + · · ·+M1µn)−

2(M1 +Mk−1µ1 + · · ·+M1µn)

= (3M1 − 2M1) + (3Mk − 2Mk−1)µ1 + · · ·+

(3M1 − 2M1)µn

= M1 +Mk+1µ1 + · · ·+M1µn

Com isso, é válido o Lema 3 (i).

(j) Através da recorrência M(n1, n2, n3, · · · , nt + 1) = 3M(n1, n2, · · · , nt)−

2M(n1, n2, · · · , nt−1), fixando n1 = 1, n2 = 0 e aplicando o princípio de indução sobre

nt.

Nesse sentido, para nt = 0:

M(1, 0, 0, · · · , 0) = M1 + · · ·+M0µn

= 1

Tem-se que a igualdade é válida.

Supondo que seja verdade para qualquer k ≤ nt, ou seja, supondo que

M(1, 0, 0, · · · , k) = M1 + · · ·+Mkµn

Vamos mostrar que continua válido para k + 1. Temos então

M(1, 0, 0, · · · , k + 1) = 3M(1, 0, 0, · · · , k)− 2M(1, 0, 0, · · · , k − 1)

= 3(Mk+1 + · · ·+Mkµn)− 2(Mk + · · ·+Mk−1µn)

= (3Mk+1 − 2Mk) + · · ·+ (3Mk − 2Mk−1)µn

= Mk+2 + · · ·+Mk+1µn

Com isso, é válido o Lema 3 (j).

(k) Através da recorrência M(n1, n2, n3, · · · , nt + 1) = 3M(n1, n2, · · · , nt)−

2M(n1, n2, · · · , nt−1), fixando n1 = 0, n2 = 1 e aplicando o princípio de indução sobre

nt. Nesse sentido, para nt = 0:

M(0, 1, 0, · · · , 0) = M1µ1 + · · ·+M0µn
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Tem-se que a igualdade é válida.

Supondo que seja verdade para qualquer k ≤ nt, ou seja, supondo que

M(0, 1, 0, · · · , k) = M1µ1 + · · ·+Mkµn

Vamos mostrar que continua válido para k + 1. Temos então

M(0, 1, 0, · · · , k + 1) = 3M(0, 1, 0, · · · , k)− 2M(0, 1, 0, · · · , k − 1)

= 3(M1µ1 + · · ·+Mkµn)− 2(M1µ1 + · · ·+Mk−1µn)

= (3M1 − 2M1)µ1 + · · ·+ (3Mk − 2Mk−1)µn

= M1µ1 + · · ·+Mk+1µn

Com isso, é válido o Lema 3 (k).

(l) Através da recorrência M(n1, n2, n3, · · · , nt + 1) = 3M(n1, n2, · · · , nt)−

2M(n1, n2, · · · , nt−1), fixando n1 = 1, n2 = 1 e aplicando o princípio de indução sobre

nt. Nesse sentido, para nt = 0:

M(1, 1, 0, · · · , 0) = M1 +M1µ1 + · · ·+M0µn

= 1 + µ1

Tem-se que a igualdade é válida.

Supondo que seja verdade para qualquer k ≤ nt, ou seja, supondo que

M(1, 1, 0, · · · , k) = M1 +M1µ1 + · · ·+Mkµn

Vamos mostrar que continua válido para k + 1. Temos então

M(1, 1, 0, · · · , k + 1) = 3M(1, 0, 0, · · · , k)− 2M(1, 1, 0, · · · , k − 1)

= 3(M1 +M1µ1 + · · ·+Mkµn)− 2(M1 +M1µ1 + · · ·+Mk−1µn)

= (3M1 − 2M1) + (3M1 − 2M1)µ1 + · · ·+ (3Mk − 2Mk−1)µn

= M1 +M1µ1 + · · ·+Mk+1µn

Com isso, é válido o Lema 3 (l).

(m) Através da recorrência M(n1 + 1, n2, · · · , nt) = 3M(n1, n2, · · · , nt) − 2M(n1 −

1, n2, · · · , nt), fixando n2 e nt = 0, aplicando indução em n1. Nesse sentido, para n1 = 0:

M(0, n2, 0, · · · , 0) = M0 +Mn2
µ1

= Mn2
µ1
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Tem-se que a igualdade é válida. Supondo que seja verdade para qualquer k ≤ n1, ou

seja, supondo que

M(k, n2, 0, · · · , 0) = Mk +Mn2
µ1

Vamos mostrar que continua válido para k + 1. Temos então

M(k + 1, n2, 0, · · · , 0) = 3M(k, n2, 0, · · · , 0)− 2M(k − 1, n2, 0, · · · , 0)

= 3(Mk +Mn2
µ1)− 2(Mk−1 +Mn2

µ1)

= (3Mk − 2Mk−1) + (3Mn2
− 2Mn2

)µ1

= Mk+1 +Mn2
µ1

Agora fixando n1 e aplicando indução em n2. Assim, para n2 = 0:

M(n1, 0, 0, · · · , 0) = Mn1
+M0µ1

= Mn1

Tem-se que a igualdade é válida. Supondo que seja verdade para qualquer k ≤ n2, ou

seja, supondo que

M(n1, k, 0, · · · , 0) = Mn1
+Mkµ1

Vamos mostrar que continua válido para k + 1. Temos então

M(n1, k + 1, 0, · · · , 0) = 3M(n1, k, 0, · · · , 0)− 2M(n1, k − 1, 0, · · · , 0)

= 3(Mn1
+Mkµ1)− 2(Mn1

+Mk−1µ1)

= (3Mn−12Mn1
) + (3Mk − 2Mk−1)µ1

= Mn1
+Mk+1µ1

Com isso, é válido o Lema 3 (m).

(n) Através da recorrência M(n1 + 1, n2, · · · , nt) = 3M(n1, n2, · · · , nt) − 2M(n1 −

1, n2, · · · , nt), fixando nt e n2 = 0, aplicando indução em n1.

Nesse sentido, para n1 = 0:

M(0, 0, 0, · · · , nt) = M0 + · · ·+Mnt
µn

= Mnt
µn

Tem-se que a igualdade é válida.

Supondo que seja verdade para qualquer k ≤ n1, ou seja, supondo que

M(k, 0, 0, · · · , nt) = Mk + · · ·+Mnt
µn
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Vamos mostrar que continua válido para k + 1. Temos então

M(k + 1, 0, 0, · · · , nt) = 3M(k, 0, 0, · · · , nt)− 2M(k − 1, 0, 0, · · · , nt)

= 3(Mk + · · ·+Mnt
µn)− 2(Mk−1 + · · ·+Mnt

µn)

= (3Mk − 2Mk−1) + · · ·+ (3Mnt
− 2Mnt

)µn

= Mk+1 + · · ·+Mnt
µn

Agora fixando n1 e aplicando indução em nt. Nesse sentido, para nt = 0:

M(n1, 0, 0, · · · , 0) = Mn1
+ · · ·+M0µn

= Mn1

Tem-se que a igualdade é válida. Supondo que seja verdade para qualquer k ≤ nt, ou

seja, supondo que

M(n1, 0, 0, · · · , k) = Mn1
+ · · ·+Mkµn

Vamos mostrar que continua válido para k + 1. Temos então

M(n1, 0, 0, · · · , k + 1) = 3M(n1, 0, 0, · · · , k)− 2M(n1, 0, 0, · · · , k − 1)

= 3(Mn1
+ · · ·+Mkµn)− 2(Mn1

+ · · ·+Mk−1µn)

= (3Mn1
− 2Mn1

) + · · ·+ (3Mk − 2Mk−1)µn

= Mn1
+ · · ·+Mk+1µn

Com isso, é válido o Lema 3 (n).

(o) Através da recorrência M(n1 + 1, n2, · · · , nt) = 3M(n1, n2, · · · , nt) − 2M(n1 −

1, n2, · · · , nt), fixando n2 e n1 = 0, aplicando indução em nt.

Nesse sentido, para nt = 0:

M(0, n2, 0, · · · , 0) = Mn2
M1µ1 + · · ·+Mn2+1M0µn

Tem-se que a igualdade é válida. Supondo que seja verdade para qualquer k ≤ nt, ou

seja, supondo que

M(0, n2, 0, · · · , k) = Mn2
µ1 + · · ·+Mkµn

Vamos mostrar que continua válido para k + 1. Temos então
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M(0, n2, 0, · · · , k + 1) = 3M(0, n2, 0, · · · , k)− 2M(0, n2, 0, · · · , k − 1)

= 3(Mn2
µ1 + · · ·+Mkµn)− 2(Mn2

µ1 + · · ·+Mk−1µn)

= (3Mn2
− 2Mn2

)µ1 + · · ·+ (3Mk − 2Mk−1)µn

= Mn2
µ1 + · · ·+Mk+1µn

Agora fixando nt e aplicando indução em n2. Nesse sentido, para n2 = 0:

M(0, 0, 0, · · · , nt) = M0µ1 + · · ·+Mnt
µn

= Mnµm

Tem-se que a igualdade é válida. Supondo que seja verdade para qualquer k ≤ n2, ou

seja, supondo que

M(0, k, 0, · · · , nt) = Mkµ1 + · · ·+Mnt
µn

Vamos mostrar que continua válido para k + 1. Temos então

M(0, k + 1, 0, · · · , nt) = 3M(0, k, 0, · · · , nt)− 2M(0, k − 1, 0, · · · , nt)

= 3(Mkµ1 + · · ·+Mnt
µn)− 2(Mk−1µ1 + · · ·+Mnt

µn)

= (3Mk − 2Mk−1)µ1 + · · ·+ (3Mnt
− 2Mnt

)µn

= Mk+1µ1 + · · ·+Mnt
µn

Com isso, é válido o Lema 3 (o).

Teorema 3. Os números da forma M(n1, n2, n3, · · · , nt), tal que n1, n2, · · · , nt ∈ N são

determinados por:

M(n1, n2, · · · , nt) = Mn1
+Mn2

µ1 + · · ·+Mnt
µn

Demonstração. Seja n1, n2, · · · , nn−1 valores fixos, iremos aplicar o princípio da indução

sobre nt. Para nt = 0

M(n1, n2, · · · , 0) = Mn1
+Mn2

µ1 + · · ·+M0µn

= Mn1
+Mn2

µ1

Tem-se que a igualdade é válida pelo Lema (m).
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Supondo que seja verdade para qualquer k ≤ nt, ou seja, supondo que

M(n1, n2, · · · , k) = Mn1
+Mn2

µ1 + · · ·+Mkµn

Vamos mostrar que continua válido para k + 1. Temos então

M(n1, n2, · · · , k + 1) = 3M(n1, n2, · · · , k)− 2M(n1, n2, · · · , k − 1)

= 3(Mn1
+Mn2

µ1 + · · ·+Mkµn)−

2(Mn1
+Mn2

µ1 + · · ·+Mk−1µn)

= (3Mn1
− 2Mn1

) + (3Mn2
− 2Mn2

)µ1 + · · ·+

(3Mk − 2Mk−1)µn

= Mn1
+Mn2

µ1 + · · ·+Mk+1µn

Como queríamos provar.

Agora para n1, · · · , nt valores fixos, iremos aplicar o princípio da indução sobre n2.

Para n2 = 0

M(n1, 0, · · · , nt) = Mn1
+M0µ1 + · · ·+Mnt

µn

= Mn1
+ · · ·+Mnt

µn

Tem-se que a igualdade é válida pelo Lema (n).

Supondo que seja verdade para qualquer k ≤ n2, ou seja, supondo que

M(n1, k, · · · , nt) = Mn1
+Mkµ1 + · · ·+Mnt

µn

Vamos mostrar que continua válido para k + 1. Temos então

M(n1, k + 1, · · · , nt) = 3M(n1, k, · · · , nt)− 2M(n1, k − 1, · · · , nt)

= 3(Mn1
+Mkµ1 + · · ·+Mnt

µn)−

2(Mn1
+Mk−1µ1 + · · ·+Mnt

µn)

= (3Mn1
− 2Mn1

) + (3Mk − 2Mk−1)µ1 + · · ·+

(3Mnt
− 2Mnt

)µn

= Mn1
+Mk+1µ1 + · · ·+Mnt

µn

Como queríamos provar.

Agora para n2, · · · , nt valores fixos, iremos aplicar o princípio da indução sobre n1.
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Para n1 = 0,

M(0, n2, · · · , nt) = M0 +Mn2
µ1 + · · ·+Mnt

µn

= Mn2
µ1 + · · ·+Mnt

µn

Tem-se que a igualdade é válida pelo Lema 3 (o). Supondo que seja verdade para qualquer

k ≤ n1, ou seja, supondo que

M(k, n2, · · · , nt) = Mk +Mn2
µ1 + · · ·+Mnt

µn

Vamos mostrar que continua válido para k + 1. Temos então

M(k + 1, n2, · · · , nt) = 3M(k, n2, · · · , nt)− 2M(k − 1, n2, · · · , nt)

= 3(Mk +Mn2
µ1 + · · ·+Mnt

µn)−

2(Mk−1 +Mn2
µ1 + · · ·+Mnt

µn)

= (3Mk − 2Mk−1) + (3Mn2
− 2Mn2

)µ1 + · · ·+

(3Mnt
− 2Mnt

)µn

= Mk+1 +Mn2
µ1 + · · ·+Mnt

µn

Como queríamos provar. Com isso, o Teorema 3 é válido.

5 Conclusão

Com origem no modelo recursivo unidimensional de Mersenne, dado pela relação

Mn+2 = 3Mn+1 − 2Mn, ∀n ∈ N, com valores iniciais definidos M0 = 0 e M1 = 1,

foram exploradas as relações recorrentes bidimensionais e tridimensionais, obtendo, pelo

método indutivo, a relação n-dimensional.

Com o viés de estudar a evolução matemática da sequência de Mersenne foram inves-

tigados os aspectos referentes a complexificação dessa sequência, desenvolvendo proprie-

dades matemáticas em torno desses números. Desse modo, foram discutidas propriedades

e Lemas matemáticos desse processo de complexificação da sequência de Mersenne, por

meio de investigações em torno do acréscimo da unidade imaginária, realizando a inser-

ção de unidades imaginárias e de suas correspondentes representações algébricas.
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