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Resumo. Estudos referentes as sequências lineares e recorrentes estão sendo realizados na
literatura de Matemática Pura, ampliando assim o universo de evolução de sequências. De
posse do estudo dos quatérnios circulares hiperbólicos de Fibonacci, foi possível definir para
esta pesquisa, os quatérnios circulares hiperbólicos de Perrin. Além disso, são introduzidos
os números hibrinomiais de Perrin, tendo como base os números híbridos e polinomiais
de Perrin. Diante disso, são estudadas algumas propriedades algébricas dos quatérnios cir-
culares hiperbólicos de Perrin, resultando na obtenção da sua respectiva função geradora,
fórmula de Binet e forma matricial.

Palavras-chave. Números hiperbólicos duais. Hibrinomiais. Quatérnios circulares hiper-
bólicos. Sequência de Perrin.

Abstract. Studies referring to linear and recurrent sequences are being carried out in the
Pure Mathematics literature, thus expanding the universe of sequence evolution. With the
study of Fibonacci’s hyperbolic circular quaternions, it was possible to define Perrin’s hy-
perbolic circular quaternions for this research. In addition, Perrin’s hybrid numbers are

http://orcid.org/0000-0002-1966-7097
http://orcid.org/0000-0003-3710-1561
http://orcid.org/0000-0001-6917-5093


Quatérnios circulares hiperbólicos

introduced, based on Perrin’s hybrid and polynomial numbers.. Therefore, some algebraic
properties of Perrin’s circular hyperbolic quaternions are studied, resulting in obtaining their
respective generating function, Binet formula and matrix form.

Keywords. Dual-hyperbolic numbers. Hybrinomials. Circular-hyperbolic quaternions.
Perrin sequence.
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1 Introdução

Os quatérnios foram desenvolvidos por William Rowan Hamilton (1805-1865), sendo
portanto uma extensão dos números complexo. Assim, possuem duas estruturas quater-
niônicas: quatérnio em R, com componentes reais, e os quatérnios complexos (biquatér-
nios) em C, com variáveis complexas, existindo quatro dimensões [14]. Dessa forma,
tem-se que um quatérnio é definido por:

q = a+ bi+ cj + dk,

onde a, b, c e d são números reais e i, j, k a parte ortogonal na base R3. Tem-se ainda que
q1 = a1 + b1i+ c1j + d1k e q2 = a2 + b2i+ c2j + d2k são dois quatérnios quaisquer. As
operações escalares de adição, igualdade e multiplicação entre eles são:

q1 + q2 = (a1 + a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)j + (d1 + d2)k.

q1 = q2 apenas se a1 = a2, b1 = b2, c1 = c2, d1 = d2. E para α ∈ R, tem-se que
αq1 = αa1 + αb1i+ αc1j + αd1k.

O conjunto dos números duais é um espaço vetorial topológico e uma álgebra comu-
tativa sobre os números reais. De fato, pode-se generalizar (por intermédio de aspectos
algébricos) de R para qualquer anel comutativo R. Os números duais, foram definidos
por Clifford [9], em que um número dual é definido como d = a + εa, onde ε repre-
senta a unidade dual e a ∈ N. Assim, a unidade dual possui um conjunto de regras
ε2 = 0, 1ε = ε1 = ε, εn = 0, n ⩾ 2 e n ∈ N. [16]. Os números duais é uma extensão dos
números reais por um segundo componente denominado de parte dual [4].

Desenvolvidos por Clifford [9, 17], os números hiperbólicos são uma extensão bidi-
mensional dos números reais definidos de forma análoga aos números complexos, sendo
conhecidos também como números hiperbólicos complexos. Esses números são descritos
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por H = {z = x+ hy|h /∈ R, h2 = 1, x, y ∈ R}. A adição e multiplicação de dois desses
números hiperbólicos n1 e n2, são dadas por [5, 18]:

n1 ± n2 = (x1 + hy1)± (x2 + hy2) = (x1 ± x2) + h(y1 ± y2)

n1 × n2 = (x1 + hy1)(x2 + hy2) = (x1x2) + (y1y2) + h(x1y2 + x2y1)

A multiplicação é comutativa, associativa e distributiva em relação à adição.
Já um número circular hiperbólico é expresso por:

CH =
{
w = z1 + z2h|z1, z2 ∈ C, i2 = −1, h2 = 1, h ̸= ±1, (ih)2 = 1

}
,

em que se z1 = x1+x2i e z2 = y1+ y2i então qualquer número circular hiperbólico pode
ser escrito: w = (x1 + x2i) + (y1 + y2i)h, com h2 = 1, h ̸= ± = 1, ih = −hi, (ih)2 = 1

[5, 6]. As operações de adição e multiplicação de dois números circulares hiperbólicos
w1 e w2 é dada por:

w1 ± w2 = (z1 + z2h)± (z3 + z4h) = (z1 ± z3) + (z2 ± z4)h,

w1 × w2 = (z1 + z2h)× (z3 + z4h) = (z1z3 + z2z4) + (z1z4 + z2z3)h

Portanto, conclui-se que os números circulares hiperbólicos representam uma genera-
lização dos números hiperbólicos complexos. Esses números não são comutativos, pos-
suindo uma tabela de multiplicação (ver Tabela 1).

Tabela 1: Tabela de multiplicação dos números circulares hiperbólicos. Fonte: Aydin [3].

× 1 i h ih
1 1 i h ih
i i −1 ih −h
h h −ih 1 −i
ih ih h i 1

Aydin [3] invetigou sobre esses números, realizando uma junção com a sequência de
Fibonacci. Assim, foi possível definir os números hiperbólicos de Fibonacci e os quatér-
nios hiperbólicos de Fibonacci. Doravante, será realizado um estudo desses números em
relação a sequência de Perrin.

Introduzida em 1965 por Horadam, a sequência recorrente e linear, de segunda ordem,
denominada de hn, apresenta relação de recorrência dada por: hn = phn−1+qhn−2, n ⩾ 2

e valores iniciais h0 = a e h1 = b [8].
Com base nisso, tem-se os números polinomiais de Horadam, inserindo a variável x.

Assim, esses números são denotados por hn(x) = hn(x; a; b; p; q) e possuem relação de
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recorrência dada por: hn(x) = pxhn−1(x)+ qhn−2(x), n ⩾ 3 e valores iniciais h0(x) = a

e h1(x) = bx [7]. Tão logo, percebe-se a inserção do polinômio x nessa sequência,
definindo os seus respectivos valores iniciais atrelados aos números estudados.

Os números híbridos, denotado por K, foram introduzidos por Ozdemir [15] sendo
um número dado pela composição dos números duais, complexos e hiperbólicos. Es-
ses números são definidos por: K = z = a+ bi+ cε+ dh : a, b, c, d ∈ R, em que i2 =

−1, ε2 = 0, h2 = 1, ih = −hi = ε+ i.
Diante disso, tem-se uma junção dos números híbridos com os números polinomiais,

resultando nos números hibrinomiais, onde são aplicados a sequência de Perrin.
Criada pelo engenheiro francês Olivier Raoul Perrin (1841-1910), a sequência de Per-

rin é uma sequência de terceira ordem com fórmula de recorrência Pn = Pn−2+Pn−3, n ≥
3 com os valores iniciais P0 = 3, P1 = 0, P2 = 2. O seu polinômio característico é dado
por x3 − x− 1 = 0, com solução real o número plástico, acarretando numa relação dessa
sequência com o número plástico, cujo valor aproximado é 1,32 [1, 11, 19, 20, 21].

Com o viés de contribuir no processo evolutivo da sequência de Perrin, é dado o pro-
cesso de complexificação com o estudo dos quatérnios duais bicomplexos. Tem-se ainda
outro processo de evolução dessa sequência, enfatizada pelo seu processo de complexi-
ficação, realizando o estudo dos números hibrinomiais de Perrin, resultando em algumas
propriedades e teoremas matemáticos.

2 Os quatérnios circulares hiperbólicos de Perrin

Nesta seção, estudaremos os quatérnios circulares hiperbólicos de Perrin, destacando
as suas definições.

Definição 1. O quatérnio de Perrin é definido, com n ⩾ 0, n ∈ N, i2 = j2 = k2 = −1,
pela equação [13]:

QPn = Pn + iPn+1 + jPn+2 + kPn+3.

Definição 2. Os números duais de Perrin, DPn, são definidos por:

DPn = Pn + εPn+1,

onde Pn representa o número de Perrin e ε a unidade dual.

Definição 3. Os números hiperbólicos de Perrin, HPn, é definida por:

HPn = Pn + hPn+1,

em que h = 1.
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Definição 4. Os números duais hiperbólicos de Perrin são definidos como:

DHPn = Pn + jPn+1 + εPn+2 + jεPn+3,

onde j2 = 1, εj = jε, ε2 = (jε)2 = 0.

De posse das definições acima abordadas e com base no trabalho de Aydin [3], são
então definidos os quatérnios circulares hiperbólicos de Perrin.

Definição 5. Os quatérnios circulares hiperbólicos de Perrin são definidos como:

CHPn = (Pn + iPn+1) + (Pn+2 + iPn+3)h

= Pn + iPn+1 + hPn+2 + ihPn+3

Teorema 1. A fórmula de recorrência dos quatérnios hipebólicos circulares de Perrin
são definidos como:

CHPn = CHPn−2 + CHPn−3,

com n ⩾ 3.

Demonstração. Com base na Definição 5, tem-se a soma de dois termos quaterniôni-
cos circulares hiperbólicos consecutivos de Perrin, com n ⩾ 3, dados por CHPn−2 e
CHPn−3. Assim: CHPn−2 = Pn−2 + iPn−1 + hPn + ihPn+1 e CHPn−3 = Pn−3 +

iPn−2 + hPn−1 + ihPn. Logo:

CHPn−2 + CHPn−3 = (Pn−2 + iPn−1 + hPn + ihPn+1)

+ (Pn−3 + iPn−2 + hPn−1 + ihPn)

= (Pn−2 + Pn−3) + i(Pn−1 + Pn−2) + h(Pn + Pn−1)

+ ih(Pn+1 + Pn)

= Pn + iPn+1 + hPn+2 + ihPn+3

= CHPn.

Assim, estuda-se as operações de adição, subtração e multiplicação dos quatérnios
circulares hiperbólicos de Perrin.

CHPn ± CHPm = (Pn ± Pm) + i(Pn+1 ± Pm+1) + h(Pn+2 ± Pm+2) + ih(Pn+3 ± Pm+3).

A multiplicação de dois quatérnios circulares hiperbólicos, com base na tabela de
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multiplicação (ver Tabela 1), é dada por:

CHPn × CHPm = (PnPm − Pn+1Pm+1 + Pn+2Pm+2 + Pn+3Pm+3)

+ i(Pn+1Pm + PnPm+1 − Pn+2Pm+3 + Pn+3Pm+2)

+ h(PnPm+2 − Pn+1Pm+3 − Pn+2Pm + Pn+3Pm+1)

+ ih(Pn+1Pm+2 + PnPm+3 + Pn+3Pm − Pn+2Pm+1)

̸= CHPm.CHPn.

3 Alguns resultados dos números quaterniônicos circula-
res hiperbólicos de Perrin

A seguir, são estudadas algumas propriedades e teoremas matemáticos, ressaltando a
função geradora, fórmula de Binet e forma matricial dos quatérnios circulares hiperbóli-
cos de Perrin.

Teorema 2. A função geradora dos quatérnios circulares hiperbólicos de Perrin é dada
por:

g(CHPn, x) =
3 + 2h+ 3ih+ (2i+ 3h+ 2ih)x+ (−1 + 3i+ 2ih)x2

1− x2 − x3
.

Demonstração. Realizando a multiplicação da função por x2, x3 nas equações abaixo,
tem-se:

g(CHPn, x) =
∞∑
n=0

CHPnx
n = CHP0 + CHP1x+ CHP2x

2 + . . .+ CHPnx
n + . . .

(1)

x2g(CHPn, x) = CHP0x
2 + CHP1x

3 + CHP2x
4 + . . .+ CHPn−2x

n + . . . (2)

x3g(CHPn, x) = CHP0x
3 + CHP1x

4 + CHP2x
5 + . . .+ CHPn−3x

n + . . . (3)

Baseada na Equação (1-2-3), tem-se que:

(1− x2 − x3)g(CHPn, x) = CHP0 + CHP1x+ (CHP2 − CHP0)x
2

+ (CHP3 − CHP1 − CHP0)x
3

+ . . .+ (CHPn − CHPn−2 − CHPn−3)x
n + . . .

Com base nos valores iniciais CHP0 = 3+ 2h+ 3ih, CHP1 = 2i+ 3h+ 2ih, CHP2 =

2+ 3i+2h+5ih e na respectiva fórmula de recorrência dado pelo Teorema 1 (CHPn =
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CHPn−2 + CHPn−3), pode-se obter:

(1− x2 − x3)g(CHPn, x) = CHP0 + CHP1x+ (CHP2 − CHP0)x
2

g(CHPn, x) =
CHP0 + CHP1x+ (CHP2 − CHP0)x

2

1− x2 − x3

g(CHPn, x) =
3 + 2h+ 3ih+ (2i+ 3h+ 2ih)x+ (−1 + 3i+ 2ih)x2

1− x2 − x3
.

Teorema 3. Para n ∈ Z, a fórmula de Binet dos quatérnios circulares hiperbólicos de
Perrin é:

CHPn = αxn
1 + βxn

2 + γxn
3 ,

em que x1, x2, x3 são as raízes da equação x3 − x− 1 = 0, e:
α = (2+3x2x3)+i(3−2x2−2x3)+h(2−3x2−3x3+2x2x3)+ih(5−2x2−2x3+3x2x3)

(x1−x2)(x1−x3)
,

β = (2+3x1x3)+i(3−2x1−2x3)+h(2−3x1−3x3+2x1x3)+ih(5−2x1−2x3+3x1x3)
(x2−x1)(x2−x3)

,

γ = (2+3x1x2)+i(3−2x1−2x2)+h(2−3x1−3x2+2x1x2)+ih(5−2x1−2x2+3x1x2)
(x3−x1)(x3−x2)

.

Demonstração. De posse da fórmula: Pn = αxn
1 +βxn

2 +γxn
3 , pode-se utilizar a relação

de recorrência dos quatérnios circulares hiperbólicos de Perrin e os valores iniciais:

CHP0 = 3 + 2h+ 3ih, CHP1 = 2i+ 3h+ 2ih, CHP2 = 2 + 3i+ 2h+ 5ih,

desenvolve-se o sistema de equações:
α + β + γ = 3 + 2h+ 3ih

αx1 + βx2 + γx3 = 2i+ 3h+ 2ih

αx2
1 + βx2

2 + γx2
3 = 2 + 3i+ 2h+ 5ih

Assim, resolvendo o sistema, obtêm-se:

α =
(2 + 3i+ 2h+ 5ih)− x2(2i+ 3h+ 2ih)− x3(2i+ 3h+ 2ih) + x2x3(3 + 2h+ 3ih)

x2
1 − x1x2 − x1x3 + x2x3

,

β =
(2 + 3i+ 2h+ 5ih)− x1(2i+ 3h+ 2ih)− x3(2i+ 3h+ 2ih) + x1x3(3 + 2h+ 3ih)

x2
2 − x2x3 − x1x2 + x1x3

,

γ =
(2 + 3i+ 2h+ 5ih)− x1(2i+ 3h+ 2ih)− x2(2i+ 3h+ 2ih) + x1x2(3 + 2h+ 3ih)

x2
3 + x1x2 − x1x3 − x2x3

.
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Desse modo, tem-se:

α =
(2 + 3x2x3) + i(3− 2x2 − 2x3) + h(2− 3x2 − 3x3 + 2x2x3) + ih(5− 2x2 − 2x3 + 3x2x3)

(x1 − x2)(x1 − x3)
,

β =
(2 + 3x1x3) + i(3− 2x1 − 2x3) + h(2− 3x1 − 3x3 + 2x1x3) + ih(5− 2x1 − 2x3 + 3x1x3)

(x2 − x1)(x2 − x3)
,

γ =
(2 + 3x1x2) + i(3− 2x1 − 2x2) + h(2− 3x1 − 3x2 + 2x1x2) + ih(5− 2x1 − 2x2 + 3x1x2)

(x3 − x1)(x3 − x2)
.

Teorema 4. Para n ⩾ 1 e n ∈ N, a forma matricial dos quatérnios circulares hiperbóli-
cos de Perrin é dada por:

[
CHP2 CHP1 CHP0

]0 1 0

1 0 1

1 0 0


n

=
[
CHPn+2 CHPn+1 CHPn

]
.

Demonstração. Por meio do princípio da indução finita, para n = 1, tem-se:

[
CHP2 CHP1 CHP0

]0 1 0

1 0 1

1 0 0

 =
[
CHP1 + CHP0 CHP2 CHP1

]
=

[
CHP3 CHP2 CHP1

]
.

Verificando a validade para qualquer n = k, k ∈ N, tem-se que:

[
CHP2 CHP1 CHP0

]0 1 0

1 0 1

1 0 0


k

=
[
CHPk+2 CHPk+1 CHPk

]
.

Logo, verifica-se que seja válido para n = k + 1:

[
CHP2 CHP1 CHP0

]0 1 0

1 0 1

1 0 0


k+1

=
[
CHPk+2 CHPk+1 CHPk

]0 1 0

1 0 1

1 0 0


=

[
CHPk+1 + CHPk CHPk+2 CHPk+1

]
=

[
CHPk+3 CHPk+2 CHPk+1

]
.
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4 Os números hibrinomiais de Perrin

Nesta seção, são introduzidos os números hibrinomiais de Perrin, com base nos nú-
meros híbridos e polinomiais dessa sequência.

Levando em consideração os números híbridos da sequência de Padovan, estudado
por Mangueira et al. (2020) [12], pode-se estabelecer uma conexão com os números de
Padovan, uma vez que essas sequências diferem-se apenas em relação aos seus valores
iniciais.

Definição 6. Os números híbridos de Perrin, HPn, são definidos por:

HPn = Pn + iPn+1 + εPn+2 + hPn+3,

onde Pn representa o número de Perrin e os valores iniciais P0 = 3, P1 = 0, P2 = 2.

Teorema 5. A relação de recorrência dos híbridos de Perrin é definida:

HPn = HPn−2 +HPn−3,

com n ⩾ 3 e os valores iniciais HP0 = 3 + 2ε + 3h,HP1 = 2i + 3ε + 2h,HP2 =

2 + 3i+ 2ε+ 5h.

Demonstração. Fundamentado na Definição 6, tem-se a soma de dois termos híbridos
de Perrin consecutivos, com n ⩾ 3, HPn−2 +HPn−3. Assim HPn−2 = Pn−2 + iPn−1 +

εPn + hPn+1 e HPn−3 = Pn−3 + iPn−2 + εPn−1 + hPn. Logo:

HPn−2 +HPn−3 = (Pn−2 + iPn−1 + εPn + hPn+1) + (Pn−3 + iPn−2 + εPn−1 + hPn)

= (Pn−2 + Pn−3) + i(Pn−1 + Pn−2) + ε(Pn + Pn−1) + h(Pn+1 + Pn)

= Pn + iPn+1 + εPn+2 + hPn+3

= HPn.

Definição 7. Os números polinomiais de Perrin são definidos como:

Pn(x) = xPn−2(x) + Pn−3(x),

com n ⩾ 3 e valores iniciais P0(x) = 3, P1(x) = 0, P2(x) = 2.

Definição 8. Os números hibrinomiais de Perrin são definidos como:

PHn(x) = Pn(x) + iPn+1(x) + εPn+2(x) + hPn+3(x),
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onde Pn representa o número de Perrin e os valores iniciais P0 = 3, P1 = 0, P2 = 2.

Teorema 6. A relação de recorrência dos números hibrinomiais de Perrin são definidos
como:

PHn(x) = xPHn−2(x) + PHn−3(x),

com n ⩾ 3 e valores iniciais PH0(x) = 3+2ε+3h, PH1(x) = 2i+3ε+2x, PH2(x) =

2 + 3i+ 2xε+ h(3x+ 2).

Demonstração. Com base nas Definições 7 e 8, tem-se a soma de dois termos hibrinomi-
ais de Perrin consecutivos, com n ⩾ 3, dados por xPHn−2(x) e PHn−3(x). Assim:

xPHn−2(x) + PHn−3(x) = x(Pn−2(x) + iPn−1(x) + εPn(x) + hPn+1(x))

+ (Pn−3(x) + iPn−2(x) + εPn−1(x) + hPn(x))

= (xPn−2(x) + Pn−3(x)) + i(xPn−1(x) + Pn−2(x))

+ ε(xPn(x)

+ Pn−1(x)) + h(xPn+1(x) + Pn(x))

= Pn(x) + iPn+1(x) + εPn+2(x) + hPn+3(x)

= PHn(x).

Com base nas definições discutidas nesta seção, são estudadas algumas propriedades
matemáticas em torno dos números hibrinomiais de Perrin, contribuindo para a evolução
dessa sequência.

5 Alguns teoremas dos números hibrinomiais de Perrin

Nesta seção, são estudadas alguns teoremas matemáticos, destacando a função gera-
dora, fórmula de Binet e forma matricial dos números hibrinomiais de Perrin, tendo em
vista as definições abordadas na seção anterior.

Teorema 7. A função geradora dos números hibrinomiais de Perrin é dada por:

g(PHn, x) =
3 + 2x− x2 + i(2x+ 3x2) + (2 + 3x− 2x2 + 2x3)ε+ (3 + 3x3 − x2)h

1− x2 − x3
.
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Demonstração. Realizando a multiplicação da função por x2, x3 nas equações abaixo,
tem-se:

g(PHn, x) =
∞∑
n=0

PHnx
n = PH0 + PH1x+ PH2x

2 + . . .+ PHnx
n + . . . (4)

x2g(PHn, x) = PH0x
2 + PH1x

3 + PH2x
4 + . . .+ PHn−2x

n + . . . (5)

x3g(PHn, x) = PH0x
3 + PH1x

4 + PH2x
5 + . . .+ PHn−3x

n + . . . (6)

Baseada na Equação (4-5-6), tem-se que:

(1− x2 − x3)g(PHn, x) = PH0 + PH1x+ (PH2 − PH0)x
2 + (PH3 − PH1 − PH0)x

3 + . . .

+ (PHn − PHn−2 − PHn−3)x
n + . . .

Com base nos valores iniciais: PH0(x) = 3 + 2ε + 3h, PH1(x) = 2i + 3ε +
2x, PH2(x) = 2 + 3i + 2xε + h(3x + 2), e em sua respectiva fórmula de recorrência,
pode-se obter:

(1− x2 − x3)g(PHn, x) = PH0 + PH1x+ (PH2 − PH0)x
2

g(PHn, x) =
3 + 2ε+ 3h+ (2i+ 3ε+ 2)x+ (−1 + 3i+ 2(x− 1)ε+ h(3x− 1))x2

1− x2 − x3

g(PHn, x) =
3 + 2x− x2 + i(2x+ 3x2) + (2 + 3x− 2x2 + 2x3)ε+ (3 + 3x3 − x2)h

1− x2 − x3
.

Teorema 8. Para n ∈ Z, a fórmula de Binet dos números hibrinomiais de Perrin é:

PHn = αrn1 + βrn2 + γrn3 ,

em que r1, r2, r3 são as raízes da equação r3 − r − 1 = 0, e:
α = r1(r2r3+r1+2x)+i(1+2r1)+ε(2x+3r1+2r2r3)+h(3x+2+3r2r3)

(r1−r2)(r1−r3)
,

β = r2(r1r3+r2+2x)+i(1+2r2)+ε(2x+3r2+2r1r3)+h(3x+2+3r1r3)
(r2−r1)(r2−r3)

,

γ = r3(r1r2+r3+2x)+i(1+2r3)+ε(2x+3r3+2r1r2)+h(3x+2+3r1r2)
(r3−r1)(r3−r2)

.

Demonstração. De posse da fórmula: PHn = αrn1+βrn2+γrn3 , pode-se utilizar a relação
de recorrência dos números hibrinomiais de Perrin e os valores iniciais PH0(x) = 3 +

2ε+ 3h, PH1(x) = 2i+ 3ε+ 2x, PH2(x) = 2 + 3i+ 2xε+ h(3x+ 2), desenvolve-se o
sistema de equações:

α + β + γ = 3 + 2ε+ 3h

αr1 + βr2 + γr3 = 2i+ 3ε+ 2x

αr21 + βr22 + γr23 = 2 + 3i+ 2xε+ h(3x+ 2)
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Assim, resolvendo o sistema, obtêm-se:

α =
(2 + 3i+ 2xε+ h(3x+ 2))− r2(2i+ 3ε+ 2x)− r3(2i+ 3ε+ 2x) + r2r3(3 + 2ε+ 3h)

r21 − r1r2 − r1r3 + r2r3
,

β =
(2 + 3i+ 2xε+ h(3x+ 2))− r1(2i+ 3ε+ 2x)− r3(2i+ 3ε+ 2x) + r1r3(3 + 2ε+ 3h)

r22 − r2r3 − r1r2 + r1r3
,

γ =
(2 + 3i+ 2xε+ h(3x+ 2)))− r1(2i+ 3ε+ 2x)− r2(2i+ 3ε+ 2x) + r1r2(3 + 2ε+ 3h)

r23 + r1r2 − r1r3 − r2r3
.

Utilizando as relações de Girard: r1r2r3 = 1, r1+ r2+ r3 = 0 e r1r2+ r2r3+ r1r3 =

−1, tem-se que:

α =
r1(r2r3 + r1 + 2x) + i(1 + 2r1) + ε(2x+ 3r1 + 2r2r3) + h(3x+ 2 + 3r2r3)

(r1 − r2)(r1 − r3)
,

β =
r2(r1r3 + r2 + 2x) + i(1 + 2r2) + ε(2x+ 3r2 + 2r1r3) + h(3x+ 2 + 3r1r3)

(r2 − r1)(r2 − r3)
,

γ =
r3(r1r2 + r3 + 2x) + i(1 + 2r3) + ε(2x+ 3r3 + 2r1r2) + h(3x+ 2 + 3r1r2)

(r3 − r1)(r3 − r2)
.

Teorema 9. Para n ⩾ 1 e n ∈ N, a forma matricial dos números hibrinomiais de Perrin
é dada por:

[
PH2 PH1 PH0

]0 1 0

1 0 1

1 0 0


n

=
[
PHn+2 PHn+1 PHn

]
.

Demonstração. Por meio do princípio da indução finita, para n = 1, tem-se:

[
PH2 PH1 PH0

]0 1 0

1 0 1

1 0 0

 =
[
PH1 + PH0 PH2 PH1

]
=

[
PH3 PH2 PH1

]
.

Verificando a validade para qualquer n = k, k ∈ N, tem-se que:

[
PH2 PH1 PH0

]0 1 0

1 0 1

1 0 0


k

=
[
PHk+2 PHk+1 PHk

]
.
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Logo, verifica-se que seja válido para n = k + 1:

[
PH2 PH1 PH0

]0 1 0

1 0 1

1 0 0


k+1

=
[
PHk+2 PHk+1 PHk

]0 1 0

1 0 1

1 0 0


=

[
PHk+1 + PHk PHk+2 PHk+1

]
=

[
PHk+3 PHk+2 PHk+1

]
.

6 Conclusão

Neste presente estudo foi possível realizar a introdução dos quatérnios circulares hi-
perbólicos de Perrin. Com base nisso, investigou-se a evolução matemática em torno
desses números, resultando na obtenção de propriedades e teoremas matemáticos desses
números apresentados primordialmente.

De fato, foram abordadas a fórmula de Binet, função geradora e forma matricial dos
quatérnios circulares hiperbólicos de Perrin, permitindo contribuir para a pesquisa evolu-
tiva da sequência.

Surgindo dos estudos em torno dos números híbridos de Perrin e polinomiais, realizou-
se uma investigação e definição sobre os números hibrinomiais de Perrin. Dessa forma,
foi então introduzida e definida a fórmula de recorrência, tendo como base os trabalho de
Horzum [7] e Kizilates [10]. Assim, algumas propriedades matemáticas foram aborda-
das, enfatizando o processo de evolução matemática de complexificação referente a esses
números.

Por fim, foram estudadas algumas propriedades matemáticas, destacando a fórmula de
Binet, função geradora e forma matricial. Para pesquisas futuras, busca-se uma aplicação
dos números hibrinomiais em outras áreas, tais como ensino e informática [2].
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