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Resumo. Estudos referentes as sequéncias lineares e recorrentes estdo sendo realizados na
literatura de Matemdtica Pura, ampliando assim o universo de evolucio de sequéncias. De
posse do estudo dos quatérnios circulares hiperbdlicos de Fibonacci, foi possivel definir para
esta pesquisa, os quatérnios circulares hiperbdlicos de Perrin. Além disso, sdo introduzidos
os nimeros hibrinomiais de Perrin, tendo como base os ntimeros hibridos e polinomiais
de Perrin. Diante disso, sdo estudadas algumas propriedades algébricas dos quatérnios cir-
culares hiperbdlicos de Perrin, resultando na obtenc@o da sua respectiva fungao geradora,
férmula de Binet e forma matricial.

Palavras-chave. Numeros hiperbélicos duais. Hibrinomiais. Quatérnios circulares hiper-
bdlicos. Sequéncia de Perrin.

Abstract. Studies referring to linear and recurrent sequences are being carried out in the
Pure Mathematics literature, thus expanding the universe of sequence evolution. With the
study of Fibonacci’s hyperbolic circular quaternions, it was possible to define Perrin’s hy-
perbolic circular quaternions for this research. In addition, Perrin’s hybrid numbers are
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introduced, based on Perrin’s hybrid and polynomial numbers.. Therefore, some algebraic
properties of Perrin’s circular hyperbolic quaternions are studied, resulting in obtaining their
respective generating function, Binet formula and matrix form.

Keywords. Dual-hyperbolic numbers. Hybrinomials. Circular-hyperbolic quaternions.
Perrin sequence.

Mathematics Subject Classification (MSC): 11B37, 05A19.

1 Introducao

Os quatérnios foram desenvolvidos por William Rowan Hamilton (1805-1865), sendo
portanto uma extensao dos nimeros complexo. Assim, possuem duas estruturas quater-
nidnicas: quatérnio em R, com componentes reais, € os quatérnios complexos (biquatér-
nios) em C, com varidveis complexas, existindo quatro dimensdes [14]. Dessa forma,
tem-se que um quatérnio € definido por:

q=a-+bi+cj+dk,

onde a, b, c e d sdo niimeros reais € i, j, k a parte ortogonal na base R3. Tem-se ainda que
q1 = a1 + byt + c1j + dik € go = as + byt + coj + dok s@o dois quatérnios quaisquer. As
operagoes escalares de adicao, igualdade e multiplicagdo entre eles sao:

g1+ q = (CLl + CLQ) + (bl + bg)l + (Cl + Cg)j + (dl + dg)k

q1 = @2 apenas se a; = ag,b; = by,c1 = c9,d; = dy. E para a € R, tem-se que
aq) = aay + abii + aci g + ad k.

O conjunto dos nimeros duais € um espago vetorial topoldgico e uma dlgebra comu-
tativa sobre os numeros reais. De fato, pode-se generalizar (por intermédio de aspectos
algébricos) de R para qualquer anel comutativo R. Os nimeros duais, foram definidos
por Clifford [9], em que um nimero dual é definido como d = a + a, onde ¢ repre-
senta a unidade dual e a € N. Assim, a unidade dual possui um conjunto de regras
e2=0,le=¢cl =¢,e"=0,n>2en € N. [16]. Os nimeros duais é uma extensio dos
nimeros reais por um segundo componente denominado de parte dual [4]].

Desenvolvidos por Clifford [9, 17], os numeros hiperbdlicos sdo uma extensao bidi-
mensional dos nimeros reais definidos de forma andloga aos nimeros complexos, sendo
conhecidos também como ndmeros hiperbdlicos complexos. Esses nimeros sao descritos
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porH={z=xz+hylh ¢ R,h? = 1,2,y € R}. A adi¢do e multiplicagdo de dois desses
numeros hiperbdlicos 1 € n9, sdo dadas por [S, 18]

nq + Mg = (.I'l -+ hyl) + (iL’Q -+ hyQ) = (33'1 + 1'2) -+ h(yl + yz)
ny X ng = (w1 + hyr) (22 + hye) = (2122) + (y192) + hz1y2 + 2291

A multiplicacdo é comutativa, associativa e distributiva em relacao a adicao.
J4 um numero circular hiperbdlico é expresso por:

CH = {w = 2 + zhlz, 20 € C.i% = =1, h? = 1, h # %1, (ih)* = 1},

em que se 21 = X1 + X9t € 29 = Y; + Yot entdo qualquer nimero circular hiperbdlico pode
ser escrito: w = (1 + x91) + (y1 + y2i)h, com h?> =1, h # + = 1,ith = —hi, (th)*> =1
[S,16]. As operagdes de adicao e multiplicagdo de dois nimeros circulares hiperbdlicos
wy € wo € dada por:

w1 + Wo = (21 + Zgh) + (2’3 + Z4h) = (2’1 + Z3) + (2’2 + Z4)h,

wy X wg = (21 + 20h) X (23 + 24h) = (2123 + 2924) + (2124 + 2223)h

Portanto, conclui-se que os nimeros circulares hiperbélicos representam uma genera-
lizacdo dos niimeros hiperbdlicos complexos. Esses nimeros ndo sdo comutativos, pos-
suindo uma tabela de multiplica¢do (ver Tabelal)).

Tabela 1: Tabela de multiplicagdo dos nimeros circulares hiperbolicos. Fonte: Aydin [3]].

x |1 |2 h | ih
171 |« h | ih
v |1 | =1 [th| —h
h |h | —=th|1 | —t
th | ih | h v |1

Aydin [3] invetigou sobre esses nimeros, realizando uma jun¢do com a sequéncia de
Fibonacci. Assim, foi possivel definir os nimeros hiperbdlicos de Fibonacci e os quatér-
nios hiperbdlicos de Fibonacci. Doravante, serd realizado um estudo desses nimeros em
relagcdo a sequéncia de Perrin.

Introduzida em 1965 por Horadam, a sequéncia recorrente e linear, de segunda ordem,
denominada de h,,, apresenta relagcao de recorréncia dada por: h,, = ph,_1+qh,_o,n > 2
e valores iniciais hg = ae hy = b [8].

Com base nisso, tem-se os nimeros polinomiais de Horadam, inserindo a varidvel z.
Assim, esses nimeros sdo denotados por h,(z) = h,(x;a;b; p; q) e possuem relagdo de
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recorréncia dada por: h,,(x) = prh,_1(x) + ghn—a(x),n > 3 e valores iniciais hy(x) = a
e hi(z) = bx [1]. Tao logo, percebe-se a inser¢do do polindmio = nessa sequéncia,
definindo os seus respectivos valores iniciais atrelados aos nimeros estudados.

Os ntimeros hibridos, denotado por K, foram introduzidos por Ozdemir [[15] sendo
um nimero dado pela composi¢do dos nimeros duais, complexos e hiperbdlicos. Es-
ses niimeros sdo definidos por: K = 2 = a +bi +ce +dh : a,b,c,d € R, em que i* =
~1,e2=0,h*=1,ih = —hi = ¢ + 1.

Diante disso, tem-se uma jun¢@o dos nimeros hibridos com os ndmeros polinomiais,
resultando nos nimeros hibrinomiais, onde s@o aplicados a sequéncia de Perrin.

Criada pelo engenheiro francés Olivier Raoul Perrin (1841-1910), a sequéncia de Per-
rin € uma sequéncia de terceira ordem com férmula de recorréncia P, = P, s+ F,_3,n >
3 com os valores iniciais Fy = 3, P, = 0, P, = 2. O seu polindmio caracteristico € dado
por 2 —x — 1 = 0, com solugdo real o niimero pléstico, acarretando numa relacdo dessa
sequéncia com o nimero plastico, cujo valor aproximado ¢é 1,32 1} 11} 19, 20, 21].

Com o viés de contribuir no processo evolutivo da sequéncia de Perrin, é dado o pro-
cesso de complexificagdo com o estudo dos quatérnios duais bicomplexos. Tem-se ainda
outro processo de evolucdo dessa sequéncia, enfatizada pelo seu processo de complexi-
ficacdo, realizando o estudo dos nimeros hibrinomiais de Perrin, resultando em algumas
propriedades e teoremas matematicos.

2 Os quatérnios circulares hiperbdélicos de Perrin

Nesta secdo, estudaremos os quatérnios circulares hiperbdlicos de Perrin, destacando
as suas definicoes.

Definicdo 1. O quatérnio de Perrin é definido, comn > 0,n € N,i2 = j2 = k? = —1,
pela equagao [13)]:
Q-Pn = Pn—i_lpn—l—l +an+2+kPn+3-

Definicao 2. Os niimeros duais de Perrin, D P, sdo definidos por:
DP, =P, +¢cP,1,

onde P, representa o niimero de Perrin e € a unidade dual.

Definicao 3. Os niimeros hiperbolicos de Perrin, H P, é definida por:
HP, =P, + hP,.1,

em que h = 1.
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Definicao 4. Os niimeros duais hiperbolicos de Perrin sdo definidos como:
DHP, =P, + jP,1 +ePy o+ jeP,ys,
onde j> = 1,ej = je,e? = (je)> = 0.

De posse das defini¢des acima abordadas e com base no trabalho de Aydin [3]], s@o
entdo definidos os quatérnios circulares hiperbdlicos de Perrin.

Definicao S. Os quatérnios circulares hiperbdlicos de Perrin sdo definidos como:

CHPn — (Pn+ZPn+1) ‘I— (Pn+2 +2Pn+3)h
:Pn+ipn+1+hpn+2+ihpn+3

Teorema 1. A formula de recorréncia dos quatérnios hipebolicos circulares de Perrin
sdo definidos como:

CHP,=CHP, »+CHP,_ s,

comn = 3.

Demonstragd@o. Com base na Defini¢do [5| tem-se a soma de dois termos quaternioni-
cos circulares hiperbdlicos consecutivos de Perrin, com n > 3, dados por CHP, 5 e
CHP,_3. Assim: CHP, o = P, o+ iP, 1 + hP, +ihP,;1 e CHP, 3 = P, 35+
1P, o+ hP,_1 +1ihP,. Logo:

CHP, 3+ CHP, 3= (P, o+iP,_ 1 +hP, +ihP, )
+ (Py—3+iPy_g + hP,_1 +ihP,)
= (Pog 4+ Po—s) +i(Py1 + Py—g) + h(P, + Py—1)
+ih(Puy1 + Py)
= P, +iPyy1 + hPoya + ihPyis
= CHP,.

Assim, estuda-se as operacOes de adi¢do, subtracdo e multiplicagdo dos quatérnios
circulares hiperbolicos de Perrin.

CHP, + CHP,, = (Py % Pp) 4+ i(Poi1 & Pri1) + h(Pais & Pria) + ih(Pois + Prs).

A multiplicagdo de dois quatérnios circulares hiperbdlicos, com base na tabela de
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multiplicagdo (ver Tabela[l]), ¢ dada por:

CHP, x CHP,, = (P,P,, — Poi1Pni1 + PoioPrio + PoisPrys)
+ i (Po1 P+ PoPrny1 — Py Prys + PoysPrga)
+ h(P,Ppio — Poi1Pnis — PoioPo + PoysPri1)
+ ih(Pps1 Prya + PoPrys + PovsPrn — PryaPrga)
4 CHP,,.CHP,.

3 Alguns resultados dos nimeros quaternionicos circula-
res hiperbdlicos de Perrin

A seguir, sdo estudadas algumas propriedades e teoremas matematicos, ressaltando a
funcdo geradora, férmula de Binet e forma matricial dos quatérnios circulares hiperbdli-
cos de Perrin.

Teorema 2. A funcdo geradora dos quatérnios circulares hiperbolicos de Perrin é dada
por:

3+ 2h + 3ih + (20 + 3h + 2ih)x + (—1 + 3i + 2ih)x?

g(CHP,,z) = T

Demonstragio. Realizando a multiplicacdo da func¢do por 22, x® nas equacdes abaixo,
tem-se:

g(CHP,,z) =Y CHP,a" = CHPy+ CHPiz + CHPy2* + ...+ CHP,2" + . ..

n=0
(1
2*g(CHP,,v) = CHPyz* + CHP2®> + CHPyz* + ... + CHP, _o2™ + ... )
2*g(CHP,,v) = CHPyx® + CHPy2* + CHPy2® + ... + CHP, 32" + ... (3)

Baseada na Equacdo (TH2}{3), tem-se que:

(1 -2 —2%g(CHP,,x) = CHPy + CHP,x + (CHP, — CHPy)2?*
+(CHP; — CHP, — CHP,y)z*
+...4(CHP,—CHP,_o— CHP,_3)z" +...

Com base nos valores iniciais CH Py = 3+ 2h + 3th, CHP, = 2i +3h + 2th, CHP, =
2+ 3i+ 2h + 5ih e na respectiva férmula de recorréncia dado pelo Teorema[l|(CH P, =
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CHP,_ o+ CHP,_3), pode-se obter:

(1—2®—2*)g(CHP,,x) = CHPy + CHP,x + (CHP, — CHP,)2*
CHPQ+CHP1$+ (CHPQ — CHP0)1'2
1—a22—2a3
3+ 2h + 3ih + (20 + 3h + 2ih)x + (=1 + 3i + 2ih)z?
1—a22—23 '

g(CHP,,x) =

g(CHP,,x) =

Teorema 3. Para n € Z, a formula de Binet dos quatérnios circulares hiperbolicos de
Perrin é:
_ n n n
CHP, = ax| + Bzy + yxg,
em que T, Ty, T3 SGo as raizes da equacdo x® —x — 1 =0, e:
o = (2+3x2x3)+i(372x272x3)+h(273:p27313+2302x3)+ih(572x272w3+31213)
o (z1—22)(21—23) ’
6 _ (243z1w3)+i(3—221—223)+h(2—3x1 —3x3+2x123)+ih(5—2x1 —2w3+3T173)
(z2—m1)(z2—23) ’
(24+3z122)+i(3—221 —2z2)+h(2—3x1 —3x2+2x122)+ih(5—2x1 —2z2+3x122)
(z3—21)(W3—22)

"}/:

Demonstracdo. De posse da formula: P, = ax' + fxl +~yx¥, pode-se utilizar a relagdo

de recorréncia dos quatérnios circulares hiperbdlicos de Perrin e os valores iniciais:
CHPFy =3+ 2h + 3ih,CHP, = 2i + 3h + 2ih, CHP, = 2 + 3i + 2h + 5ih,
desenvolve-se o sistema de equagoes:

a+ B+ = 3+ 2h + 3ih
ary + fry +yrs = 2i+ 3h + 2ih
ar? + frd +yr: =2+ 3i+ 2h + 5ih

Assim, resolvendo o sistema, obtém-se:

(24 3i + 2h + 5ih) — 20(2i + 3h + 2ih) — 25(2i + 3h + 2ih) + 2275(3 + 2h + 3ih)
x? — 2132 — 2173 + T2T3

(2+ 30 + 2h + 5ih) — 21 (2i + 3h + 2ih) — x3(2i + 3h + 2ih) + 2125(3 + 2h + 3ih)
T3 — o3 — T1T2 + T1T3

(24 3i + 2h + 5ih) — 1(2i + 3h + 2iR) — 22(2i + 3h + 2ih) + 2122(3 + 2h + 3ih)
T3+ 1129 — T1T3 — TaT3

)

B =

)
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Desse modo, tem-se:

(2 + 3xox3) + (3 — 229 — 2x3) + (2 — 3wy — a3 + 2x0x3) + ih(5 — 29 — 223 + 3w23)

(1 — x2)(21 — 73)
(24 3z1w3) +4(3 — 221 — 223) + W(2 — 3wy — 3w3 + 22123) + (5 — 221 — 23 + 3T123)
= (g — a1) (22 — x3)
(
(

o =

)

)

(24 3x1m2) +i(3 — 221 — 2w2) + (2 — 3y — 3wo + 2x122) 4+ ih(5 — 221 — 220 + 3:1:1332)

Z3 — Il)(l’?) - 1‘2)

Teorema 4. Paran > 1 e n € N, a forma matricial dos quatérnios circulares hiperboli-
cos de Perrin é dada por:

n

010
CHP, CHP, CHP)| |1 0 1 :[CHPn+2 CHP,,, CHP,
10 0

Demonstragdo. Por meio do principio da inducdo finita, para n = 1, tem-se:

01
FH% CHP, CHPR)| |1 0 :[GHH+CHH)CH& CHH]
10

o = O

[CH& CHP, CHH]

Verificando a validade para qualquer n = k, k € N, tem-se que:

k

CHP, CHP, CHP,

_ = O
[
o = O

CHPy» CHPyiy CH&]

Logo, verifica-se que seja vdlido paran =k + 1:

k+1

01 0 010
[CHPQ CHP, CHPO] 1 0 1| =|CHP> CHPu CHPk] 10 1
10 0 ' 100

— [CHPy11 + CHP, CHPyys CHPkH}

= |CHPyys CHPyys CHPkH}.
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4 Os numeros hibrinomiais de Perrin

Nesta se¢do, sdo introduzidos os nimeros hibrinomiais de Perrin, com base nos nu-
meros hibridos e polinomiais dessa sequéncia.

Levando em consideracdo os nimeros hibridos da sequéncia de Padovan, estudado
por Mangueira et al. (2020) [12], pode-se estabelecer uma conexao com os nimeros de
Padovan, uma vez que essas sequéncias diferem-se apenas em relagdo aos seus valores
iniciais.

Definicao 6. Os niimeros hibridos de Perrin, H P, sdo definidos por:

HP,=P,+1P,s1+¢eP, o+ hP,3,
onde P, representa o niimero de Perrin e os valores iniciais Py = 3, P, = 0, P, = 2.
Teorema S. A relacdo de recorréncia dos hibridos de Perrin é definida:
HP,=HP, o+ HP, s,

comn = 3 e os valores iniciais HPy = 3 + 2 +3h, HP, = 21 + 3¢ + 2h, HP, =
2 4 3i + 2¢ + 5h.

Demonstragd@o. Fundamentado na Definicdo [6] tem-se a soma de dois termos hibridos
de Perrin consecutivos, comn = 3, HP, o+ HP,_3. Assim HP,,_o = P, o +1P,_1 +
eP,+hP,.1e HP, 3=P, 3+ 1P, o +¢cP, 1+ hP,. Logo:

HP, o +HP, 3= (P, o+iP, 1 +ecP, +hPy 1)+ (Po_s+iP, o +¢eP,_1 +hP,)
=(Py2+ Py3) +i(Pyr1+ Po2)+e(P,+ Po1) + h(Poy1 + P)
=P, +iP1 +ePuo+ P s
= HP,.

Definicao 7. Os niimeros polinomiais de Perrin sdo definidos como:
P.(z) = xP,_o(x) + P,_3(x),

comn = 3 e valores iniciais Py(x) = 3, Py(z) = 0, Py(z) = 2.

Definicao 8. Os niimeros hibrinomiais de Perrin sdo definidos como:

PHn(x) = Pn(*r) + Z'PnJrl(x) + 5Pn+2(x) + hpn+3(x)a
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onde P, representa o niimero de Perrin e os valores iniciais Py = 3, P, =0, P, = 2.

Teorema 6. A relacdo de recorréncia dos niimeros hibrinomiais de Perrin sdo definidos
como:

PH,(x) =xPH, o(z)+ PH,_3(x),

comn = 3 e valores iniciais PHy(x) = 3+ 2¢+3h, PH(x) = 2i 4+ 3e + 2z, PHy(x) =
2+ 3i + 2ze + h(3z + 2).

Demonstrag@o. Com base nas Defini¢cées[7| e[S} tem-se a soma de dois termos hibrinomi-
ais de Perrin consecutivos, comn > 3, dados por tPH,,_5(x) e PH,_3(x). Assim:

xPH, o(x) + PH, 3(x) = 2(P,—o(x) + i1P,—1(x) + ePy(x) + hP, 11 (x))
+ (Po—3(x) +iP,_o(z) + ePy_1(x) + hP,(x))
= (2Po o) + Pas(@)) + (2 Por () + Pos())
+e(xP,(z)
+ Bua(2)) + (2P (2) + Po())
= Pu(t) + 1Pass (1) + ePra() + hPoys(a)
= PH,(x).

Com base nas definicdes discutidas nesta secdo, sdo estudadas algumas propriedades
matemadticas em torno dos nimeros hibrinomiais de Perrin, contribuindo para a evolug¢ao
dessa sequéncia.

5 Alguns teoremas dos nimeros hibrinomiais de Perrin

Nesta secdo, sdo estudadas alguns teoremas matemaéticos, destacando a fungdo gera-
dora, formula de Binet e forma matricial dos nimeros hibrinomiais de Perrin, tendo em
vista as defini¢des abordadas na se¢do anterior.

Teorema 7. A funcdo geradora dos niimeros hibrinomiais de Perrin é dada por:

J(PH,. z) = 320 =@ 120+ 307 & (24 80 — 207 + 2o + (34 30° —a)h

1 — 22— 23
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Demonstragéo. Realizando a multiplicagio da fungdo por z2, z3 nas equagdes abaixo,
tem-se:
g(PH,,x) =Y PH,a" = PHy+ PHiz + PHya> + ...+ PH,a" + ... (4)
n=0
2’g(PH,,z) = PHyx* + PH\2* + PHox" + ...+ PH, 1" + ... (5)
*g(PH,,r) = PHyx® + PHya* + PHya® + ... + PH,_sa™ + ... (6)

Baseada na Equacao {@H5H6), tem-se que:

(1—2%—a%g(PH,,x2) = PHy + PHyx + (PHy — PHy)2? + (PH3 — PH, — PH)z® + ...
+ (PH, — PH,_5 — PH,_3)z" + ...

Com base nos valores iniciais: PHy(x) = 3 + 2¢ + 3h, PH(x) = 2i + 3¢ +
2z, PHy(x) = 2 + 3i + 2z¢ + h(3z + 2), e em sua respectiva férmula de recorréncia,
pode-se obter:

(1— 2% —2*g(PH,,z) = PHy + PH,x + (PH, — PHy)z*

3+2+3h+ (2i+3c+2)x+ (—143i+2(x — 1)e+ h(3z — 1))
1—22— 23

3427 — 22 +i(2x + 322) + (24 32 — 222 + 223)e + (3 + 323 — 2?)h
1—22—g3 ’

g(PHp,x) =

g(PH,,x) =

Teorema 8. Paran € Z, a formula de Binet dos niimeros hibrinomiais de Perrin é:
PH, = ar{ + pry + 1y,

em que 11,1y, 3 SAo as raizes da equacdo 13 —r — 1 =0, e:
o — r1(rors+r1+22)+i(14-2r1)+e(2x+3r1+2ra2r3)+h(32+2+3r2r3)
(ri—r2)(ri—rs) ’
5 _ ro(rirs+ro+2z)+i(142r2)+e(2x+3ra+2r173)+h(3z+2+3r173)
(ra—r1)(ra—rs) ’
_ r3(rire+rs+2x)+i(142r3)+e(2x+3r3+2rir2)+h(3x4+2+3r1712)
7= (rs—r1)(r3—r2) ’

Demonstracdo. De posse da formula: PH, = ar}+pri+~ry, pode-se utilizar a relagdo
de recorréncia dos niimeros hibrinomiais de Perrin e os valores iniciais PHy(z) = 3 +
2e + 3h, PHy(x) = 2i + 3¢ + 2z, PHy(z) = 2 + 3i + 22¢ + h(3z + 2), desenvolve-se o
sistema de equagoes:

a+ B+ =3+2+3h
ary + Bro+yrs = 2i+ 3¢ + 2x
ar? 4+ Bri 443 =2+ 3i + 2ae + h(3z + 2)
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Assim, resolvendo o sistema, obtém-se:

(24 3i + 22 + h(3x + 2)) — 1r2(2i + 3¢ + 2x) — 1r5(2i + 3¢ + 2x) + r273(3 + 2 + 3h)

“= r? —rire — T3 + 1273 ’
(24 3i 4+ 2xe + h(3z + 2)) — r1(2i + 3¢ + 22) — r3(2¢ + 3 + 2z) + r173(3 + 2¢ + 3h)

p= T3 —ror3 — riTy + 173 ’

Y= (24 3i + 2xe + h(3x + 2))) — 11(2i + 3¢ + 2x) — 12(2i + 3¢ + 2x) + r172(3 + 2¢ + 3h)

2
r3 + 11T —T1r3 — rorg

Utilizando as relacoes de Girard: rirors = 1,11 +1r9+13 = 0erirg+1ror3+1ri7r3 =

—1, tem-se que:

_ri(rors +ry 4 2x) +i(1 4 2r1) 4+ (22 4 31y + 2r9r3) + h(3z + 2 + 3rors)
B (r1 —7r2)(r1 —r3)

5= ro(rirs + ro + 2x) +i(1 4 2re) + £(2x + 3rg + 2ry73) + h(3x + 2 4 3ry73)
(rg —71)(1r2 —13)

r3(rire + 13 4 2x) + i(1 4+ 2r3) + (22 4 3rs + 2r172) + h(3x + 2+ 3r1712)

7= (r3 —r1)(rs —r2) '

9

Y

Teorema 9. Paran > 1 en € N, a forma matricial dos niimeros hibrinomiais de Perrin
é dada por:

n

- [PHn+2 PH, ., PHn].

S = O

01
[PH2 PH, PH,| |1 0
10

Demonstracdo. Por meio do principio da indugdo finita, para n = 1, tem-se:

o o
o — o
Il

0
PH, PH, PH,| |1 [PH1+PH0 PH, PHl}
1

- [PH3 PH, PHl].

Verificando a validade para qualquer n = k, k € N, tem-se que:

k

— |PHioo PHen PHy.

o O =
O = O

0
PH, PH, PH,| |1
1
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Logo, verifica-se que seja vdlido paran = k + 1:

k+1
010 _ 010
PH, PH, PHy| |1 0 1| = |PHp» PHyn PHk} 10 1
100 ' 100

— |PHyy1 + PH, PHp.o PHypp

[ —

— |PHiys PHyo PHig|.

6 Conclusao

Neste presente estudo foi possivel realizar a introducao dos quatérnios circulares hi-
perbdlicos de Perrin. Com base nisso, investigou-se a evolu¢do matemdtica em torno
desses nimeros, resultando na obten¢do de propriedades e teoremas matematicos desses
numeros apresentados primordialmente.

De fato, foram abordadas a férmula de Binet, funcio geradora e forma matricial dos
quatérnios circulares hiperbdlicos de Perrin, permitindo contribuir para a pesquisa evolu-
tiva da sequéncia.

Surgindo dos estudos em torno dos numeros hibridos de Perrin e polinomiais, realizou-
se uma investigacao e defini¢do sobre os nimeros hibrinomiais de Perrin. Dessa forma,
foi entdo introduzida e definida a formula de recorréncia, tendo como base os trabalho de
Horzum [[7] e Kizilates [10]. Assim, algumas propriedades matemadticas foram aborda-
das, enfatizando o processo de evolu¢do matematica de complexificagdo referente a esses
numeros.

Por fim, foram estudadas algumas propriedades matemaéticas, destacando a férmula de
Binet, fun¢do geradora e forma matricial. Para pesquisas futuras, busca-se uma aplicacdo
dos nimeros hibrinomiais em outras areas, tais como ensino e informatica [2]].
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