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Resumo. Este trabalho apresenta um estudo sobre os nimeros hibridos de K-Leonardo,
a partir dos resultados obtidos sobre a sequéncia de Leonardo apresentado a principio por
Catarino e Borges (2020) e sobre o conjunto dos niimeros hibridos, apresentado inicialmente
por Ozdemir (2018). De inicio, definiremos a sequéncia de K-Leonardo, sua recorréncia e
seus termos iniciais, e ainda, definiremos o conjunto dos nimeros hibridos e propriedades
inerentes a esses nimeros. Com isso, ao longo do texto discutiremos a hibridizacdo da
sequéncia de K-Leonardo, que consiste em associar o conjunto dos nimeros hibridos a
sequéncia de K-Leonardo. Desse modo, apresentaremos uma nova recorréncia, seus termos
iniciais, sua extensdo para os termos de indices ndo positivos, polindmio caracteristico,
forma matricial, funcdo geradora, férmula de Binet e propriedades vinculadas aos hibridos
de K-Leonardo. Este trabalho tem o intuito de estudar e explorar a sequéncia de Leonardo
e apresentar novos resultados matematicos vinculados a esta sequéncia.

Palavras-chave. Sequéncia de Leonardo. Sequéncia de K-Leonardo. Numeros Hibridos.
Nuimeros Hibridos de K-Leonardo.

Abstract. This work presents a study on Leonardo’s K -hybrid numbers, based on the re-
sults obtained on the Leonardo sequence initially presented by Catarino and Borges (2020)
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and on the set of hybrid numbers, initially presented by Ozdemir (2018). Initially, we will
define the K -Leonardo sequence, its recurrence and its initial terms, and still, we will define
the set of hybrid numbers and properties inherent to these numbers. Thus, throughout the
text we will discuss the hybridization of the K-Leonardo sequence, which consists of as-
sociating the set of hybrid numbers with the K-Leonardo sequence. Thus, we will present
a new recurrence, its initial terms, its extension to non-positive index terms, characteris-
tic polynomial, matrix form, generating function, Binet’s formula and properties linked to
Leonardo’s K-hybrids. This work aims to study and explore the Leonardo sequence and
present new mathematical results linked to this sequence.

Keywords. Leonardo’s sequence. K-Leonardo sequence. Hybrid Numbers. Leonardo’s
K-Hybrid numbers.

Mathematics Subject Classification (MSC): 11B36; 11B39.

1 Introducao

A sequéncia de Leonardo € discutida em Catarino e Borges (2019) [3]], a qual € uma
sequéncia que vem sendo explorada recentemente no ambito matematico e € apresentada
como uma sequéncia recorrente de nimeros inteiros que estd relacionado a sequéncia de
Fibonacci e de Lucas que podem ser aplicadas em quase todos os campos da ciéncia.
Esta sequéncia € formada pelos termos 1, 1,3,5,9, 15... e gerada pela recorréncia Le,, =
Le, 1+ Le,_5+ 1, ouainda, Le, .y = 2Le,, — Le,,_oparan > 2e Leg = Le; = 1e
Ley = 3 seus termos iniciais. Estudos em torno de sequéncias lineares recursivas podem
ser encontrados nos trabalhos de |1} 2, [15} [16]].

Por outro lado, tem-se o conjunto dos Numeros Hibridos, o qual foi apresentado por
Ozdemir (2018) [12], onde ele estudou trés sistemas numéricos juntos, sendo eles: nu-
meros complexos, hiperbdlicos e duais, combinando-os um com os outros. Assim, ele
denominou esses novos nimeros de nimeros hibridos. O conjunto desses nimeros € de-
notado K.

Definicao 1. O conjunto dos niimeros hibridos é definido como:
K={z=a+bitcc+dh:abc,dcR,i*=—1e"=0h*=1ih=—hi=c+i}.

E ainda, pode-se efetuar algumas propriedades e operacdes com os niimeros hibridos.
Quanto a multiplicacdo dos nimeros hibridos, tem-se que nao € comutativa, mas tem a

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.3 - n.5, jan/jun 2022, p. - 72



. 4
ZOc-mwm

A
AR
w.
h 4

Os nimeros hibridos de K -Leonardo

propriedade de associatividade e o conjunto K dos nimeros hibridos forma um anel nao
comutativo em relacdo a adi¢ao e multiplicacao.

Nao obstante, temos o conjugado de um nimero hibrido z = a+bi+cs+dh, denotado
por zZ, € definido como
Z=a—bi —ce—dh

e 0 numero real
Clz)=z2z=2z=a*+(b—c)?* - —d*=a*>+b* —2bc — d*

¢ chamado de carater do ndmero hibrido, onde a raiz do valor absoluto desse nimero real
serd a norma do nimero hibrido z, assim temos que: ||z|| = 1/|C(2)]-

E ainda, tem-se que a matriz p(z) € Mo é chamada de matriz hibrida correspon-
dente ao nimero hibrido z. Para os niimeros complexos, duais e hiperbdlicos, temos as
seguintes representacdes matriciais:

10 0 1 1 -1 0 1
N ) prm— N pr— N h =
o 1 [PO= 1 |i#E) o) =1

p(1) =
Com isso, tem-se: )
a—+c b—c+d

Pa+bitce+dh =
c—b+d a—c

Assim, cada matriz 2 X 2 pode ser escrita como um composto de unidade, dual, com-
plexo e hiperbdlica.

Estudos em torno da hibridizac@o de sequéncias podem ser encontrados nos trabalhos
de [4, 15, (8,9 [10; 11, 13} [14].

Por outro lado, a seguir, motivados no trabalho de [6] a qual apresentou os nimeros hi-
bridos da sequéncia de K -Fibonacci e K'-Lucas, neste trabalho, iremos definir os hibridos
de K-Leonardo. A principio apresentaremos os nimeros de K-Leonardo, exibindo sua
recorréncia e seus termos iniciais. L.ogo mais, realizaremos a hibridizacdo da sequéncia
de K-Leonardo a qual mostraremos a recorréncia da sequéncia hibrida de K -Leonardo
e sua extensdo para os indices inteiros ndo positivos. E ainda, seu polindmio caracteris-
tico, conjugado, cardter, norma, fun¢do geradora, féormula de Binet, algumas propriedades
inerentes a essa sequéncia e ainda, tem-se a forma matricial dos ndmeros hibridos de K-
Leonardo, que foi obtida ao multiplicar o nimero hibrido de /& -Leonardo pelas matrizes
dos trés sistemas nimericos apresentado pelo Ozdemir (2018) [12].
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2 Resultados Principais

Nesta se¢ao vamos definir os nimeros de K -Leonardo e os hibridos de K -Leonardo
e alguns resultados obtidos a partir dessa defini¢ao.

Uma das generalizagdes dos nimeros de Leonardo € os nimeros de K-Leonardo,
denotados por Ley,. Esta sequéncia é dada pela seguinte recorréncia, para k > 1 e
n > 2:

Ley yn+1 = 2kLey,, — Leg 2, (D)

sendo Ley o = Ley; = 1 e Leg o = 3 seus termos iniciais.

Os primeiros termos da sequéncia de K -Leonardo sdo dados pela Tabela[l]

Tabela 1: Primeiros termos da sequéncia de K-Leonardo

n | Ley,

01

1)1

213

3|6k—1

4| 12k* =2k — 1

5| 24k3 — 4k* — 2k — 3
6

48k* — 8k® — 4k* — 12k + 1

Cada sequéncia possui um polindmio caracteristico, também chamada de equacao ca-
racteristica, onde este estd associado a ordem da sequéncia. Assim, tem-se que a equacio
caracteristica desta sequéncia é 2% — 2k2% 41 = 0. Quanto a fun¢iio geradora, ela permite
aresolucdo de recorréncias lineares com coeficientes constantes, possibilitando encontrar
os numeros da sequéncia sem ser necessdrio calcular todos os niimeros que o precedem.
Portanto, a funcio geradora da sequéncia de K '-Leonardo € dada por:

(Leko + Legat)(1 — 2kt) + Ley ot?
Ly, () = d _
1— 2kt +1t

2)

Por outro lado, a seguir, definiremos os nimeros hibridos de /K -Leonardo e daremos
algumas importantes propriedades, sua fun¢do geradora e férmula de Binet para esses

nameros.

Definicao 2. O niimero hibrido de K-Leonardo, denominado por H Ley,, é definido
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como:
HLe;m = Lekm + L€k7n+1i + L€k7n+2€ + L€k7n+3h.

Proposicao 1. A relacdo de recorréncia da sequéncia hibrida de Leonardo, k > 1 e
n > 2, é definida por:

HLeynyy = 2kH Ley, , — HLey o, (3)

com os seguintes termos iniciais: H Ley o = 1+i+3e+(6k—1)h, HLeg 1 = 1+3i+(6k—
e+ (12k*—2k—1)h e HLey, 5 = 3+ (6k—1)i+(12k*—2k—1)e+(24k> — 4k* —2k—3)h.
Demonstracao.

HLeynt1 = 2kHLey,, — HLey o
= 2k(Leyn + Legni1i + Leg nio€ + Leg pysh) —
(Lekn—2 + Leg 1% + Leg e + Leg i1 h)
= (2kLek,, — Legn—2) + (2kLeg 1 — Legn—1)i +
(2kLey nto — Legpn)e + (2kLeg i3 — Legni1)h

= Lek,n-ﬁ-l + Lek,n—l—Zi + Lek,n—i—SE + Lek,n+4h-

E ainda, extendendo esses indices inteiros nao positivos, tem-se:

Definicao 3. A relacdo de recorréncia para os indices inteiros ndo positivos da sequéncia
hibrida de Leonardo, n > 2, é definida por:

HLey _,, = 2kHLey _nio — HLep 3,
com os seguintes termos iniciais: HLeyo =141+ 3¢ + (6k — 1)h, HLe, 1 = (2k —
3)+i+e+3heHLey o= (2k—1)+ (2k —3)i+c+h.
Dado as defini¢des 2] e 3] conclui-se que essas defini¢cdes sdo equivalentes.

Teorema 1. O polinomio caracteristico dos niimeros hibridos de K-Leonardo é dado
por:
3 2 _
x°—2kx"+1=0,

possuindo trés raizes, sendo duas iguais as raizes do polindomio caracteristico da sequén-

145 1-+5

,» Lo =

cia de Fibonacci, x1 = exs =1
Demonstracd@o. Com base no Teorema de Cayley-Hamilton, tem-se que o polinomio ca-

racteristico de Leonardo ¢ dado por [/|]:

p() = det(Al - Q).
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A0 O
com\ € Zoule C, AN = 1|0 M\ 0| e notrabalho de [15], tem-se a matriz base da
0 0 A
2k 1 0
sequéncia de Leonardo, dadapor: Q= | 0 0 1].
-1 0 0
A—=2k -1 0
Assim, A\ — Q) = 0 A —1].
1 0 A
E ainda,
A—2k -1 0
det(M — Q) = 0 A —1[=X—-2k\+1.
1 0 A

Entdo, p(\) = 0, tem-se \> — 2kA\* + 1 = 0. Logo, x> — 2kx® + 1 = 0.

Baseado no que ja foi apresentado anteriormente pode-se apresentar o seu conju-
gado, seu cardter e a norma de um ndmero hibrido de K-Leonardo. Assim, tem-se
que o conjugado de um nimero hibrido de /K'-Leonardo € apresentado como: H Ley, ,, =
Ley, p, — Ley py1t— Ley 426 — Ley ,+3h. O produto de um niimero hibrido de K -Leonardo
pelo o seu conjugado € denominado cardter de um ndmero hibrido. Assim, tem-se que
o cardter de um nimero hibrido de K-Leonardo é dado por: C(H Ley,) = Lej, +
(Lekn1 — Legny2)® — Lej 0 — Lej ., 5. E, também, a norma de um niimero hibrido
de K-Leonardo € gerado a partir da raiz quadrada do cardter do seu nimero hibrido.
Com isso tem-se a norma de um nimero hibrido de K-Leonardo é como: || H Ley, ,,||* =|
LeimH — 2Leg py1Lenio +4Leg nioLey , — 4Lei’n+2 | .

Além disso, o niimero hibrido de K -Leonardo pode ser representado de forma matri-
cial, a partir de uma matriz 2 x 2.

Proposicao 2. Uma matriz do niimero hibrido de K-Leonardo, com n € N, é dada por:

Lek,n + Lek,n-i—? Lek,n—i—l + Lek:,n—‘rQ - Lek,n

$HLey ,, =
" 3Lek,n+2 - Lek,n - Lek,nJrl Lek,n - Lek,n+2
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Demonstracao.
1 0 1 1 -1 01
PLek, — Lek:,n [ 0 +Lek,n+1 [ 1 0 +Lek,n+2 [ 1 —1 +Lek,n+3 [ 10 ]
_ Lek,n + Lek,n+2 Lek,n+1 - L€k7n+2 + Lek,n+3
i Lek,n—i—Q - Lek,n—i—l + Lek,n+3 Lek,n - Lek7n+2
_ Lek,n + Lek,n—i—Z Lek,n—H - L€k7n+2 + 2L€k7n+2 - Lek,n
i Lek,n—i—Q - Lek,n—i—l + 2Lek,n+2 - Lek’,n Lek,n - Lek,n+2
_ Lek,n + Lek7n+2 Lek,n+1 + Lek,n+2 - Lek,n
i 3Lek,n+2 - Lek,n - Lek,n—i—l Lek,n - Lek,n-{—Q

Proposi¢io 3. Se vp1e, ,, corresponde a matriz hibrida do nimero hibrido de K -Leonardo,

entdo C(H Ley, ,,) = detpriLe,,, € | H Leg n|| = 4/ detprre,, |

Demonstragao.

dethLek,n

Agora, tendo em conta que |H Ley .|| = /| C(H Ley. )

Lek,n + Lek,n—i—? Lek,n—H + Lek,n-ﬁ-? - Lek‘,n
3Lek,n+2 - Lek,n - Lek,nJrl Lek,n - Lek,n+2

Leim — Lezjnﬁ —3Legpioley i1 + Legpy1Ley, + Leimﬂ —
3Lej g+ LepnLernia + Legnii Legpnia + 3LegpnioLe, —
Lei’n — LekynLeka

Leim — Lez%? —2Legpi1Legpnio + Lei,nJrl — 3Lei7n+2 +
ALeynLeknia — Lej,,

Leim+1 —2Leg pr1Leg o +4Ley pLeg pio — 4Lei7n+2

Leim + LeimJrl — 2Legpi1Leg i + Leimﬁ — Leiﬂw2 —
ALej o+ 4LegLey o — Lei,

Léi , + (Lepni1r — Legni)® — Leg o — L€} s

C’(Lekm).

, temos que ||H Ley, || =

/| detomre, . |, como pretendiamos provar.

A seguir, forneceremos a fung¢ao geradora de H Ley, ,,, sua férmula de Binet e algumas

identidades encontradas que envolvem essa sequéncia.

Teorema 2. A funcdo geradora do niimero hibrido de K-Leonardo, dado por Gy L., (1),
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(HL@]QO —+ HL@]C’lt)(l — th) + HL€k72t2
GHrLe, ,(t) = 3 :
' 1—2kt+t

Demonstragdo. Para definir a funcdo geradora do niimero hibrido de k-Leonardo, de-
notada por Gyp., (1), vamos escrever uma sequéncia em que cada termo da sequéncia
corresponde aos coeficientes.

GHLek:,n (t) = Z HLek,nt".
n=0

Fazendo manipulacoes algébricas devido a relacdo de recorréncia podemos escrever essa
sequéncia como:

GrLe,,(t) = HLego+ HLepit+ HLegot + Y  HLeyt"

n=3

= HLeyo+ HLexat + HLegot” + > (2kHLey 1 — HLegp3)t"

n=3

= HLeyo+ HLepyt + HLepot” + 2kt Y HLeppqt"™" —

n=3
> HLegp st""
n=3
— HLepo+ HLeyt + HLeyot® + 2kt (Z[HLemt”] — HLepo—
n=0

HLeth) — ) " HLejt"

n=0

= HLekp + HLeth + HL6k72t2 — 2ktHLek,0 — ZktzHLem +

2kt i HLey t" —t* i HLey, ,t"
n=0 n=0

= HLeyo+ HLey 1t + HLeyot® — 2ktH Ley o — 2kt H Ley; +
2ktGrite,, — ’GliLe,.,-

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.3 - n.5, jan/jun 2022, p. - 78



. 4
ZOc-mwm

A
-
N_/
v Os nimeros hibridos de K -Leonardo

Assim, temos:

GHre,,(t) — 2ktGrpe, , +t°Grre,,, = HLego+ HLeyt + HLeyt? —
2ktH Leyo — 2kt*H Ley, 1
GHLe,, (t)(1 — 2kt +1%) = HLeyo(1 — 2kt) + H Ley, t(1 — 2kt) +
HLeMt2

(HLG]C,O + HLGk 1t)(1 — 2k’t> + HLek gt
Grrer,(t) = 1— 2kt + 3

Agora iremos explorar a existéncia de uma foérmula explicita para o calculo do n-
ésimo termo da sequéncia, sem depender da recorréncia utilizando a férmula de Binet,
onde € necessdario utilizar as raizes da equagado caracteristica desta sequéncia.

Teorema 3. A formula de Binet dos hibridos de K-Leonardo, comn € Z, é dada por:
HLey,, = ax| + fxy + yxs,

em que T, To, T3 SG0 as raizes reais da equagdo caracteristica x*> — 2kz? +1=0e

_ HLeps+ (—wo — w3)HLeyq + (IQIg)HLekO

N :c — X1To — X1X3 + ToZs3

_ HLeps+ (—w1 — x3)HLeyq + (xla:g)HLeko
= T3 — ToTy — 1179 + T1T3

_ HLeps+ (—w1 — w2)HLeyy + (xlxg)HLeko

- T2+ 11Ty — T173 — T3

Demonstragdo. Por meio da formula de Binet H Ley, , = ax' + Baf + ya§ e da recor-
réncia dos hibridos de K-Leonardo H Ley, ,,+1 = 2kH Ley, ,, — H Ley, ,,—a, com os valores

iniciais H Ley o, H Ley,, e H Ley, 5, € possivel obter o seguinte sistema de equagoes:

a+B8+7y = HLey
ary + Bry +yts = HLey,
ar? + fas + 715% = HLey >

Resolvendo o sistema pela regra de Cramer, tem-se que os coeficientes encontrados
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foram:

o HLeys+ (—xg — x3)H Ley 1 + (x923)H Ley o
T3 — 11Ty — T1T3 + Tol3

~ HlLeyo + (—x1 — x3)HLey 1 + (x123)H Ley o
p= T3 — Tolz — T1To + T103

_ HLepy + (=21 — w2)HLey 1 + (w122) H Ley, o

T T3 4 1129 — 1173 — Toly '

Y

Y

3 Propriedades dos hibridos de K -Leonardo

A seguir, sdo estudadas algumas propriedades inerentes aos nimeros hibridos de K-
Leonardo.

Propriedade 1. A soma dos n primeiros niimeros hibridos de K-Leonardo é dada por:

n n—3
Z HLey, = 2kHLey, o+ 2kHLey, 1 — (HLeyo+ HLey) + (2k — 1) Z HlLey, .
m=3 s=2

Demonstracdo. Utilizando a relacdo de recorréncia dos hibridos de K-Leonardo, com
n € N, tem-se que:
HLek’nJrl = ZkHLekm — HLek,n,g (4)

Assim, avaliando a relagdo dada na Equagdo {@)), em valores de n > 2, obtemos:

HLeys = 2kHLeyo— HLey
HLeys = 2kHLeys — HLey,
HLeys = 2kHLeyy— HLeyo
HLeys = 2kHLeys — HLeys
HLey7 = 2kHLeys— HLeya

HLek,an = 2kHL€k7n,3 - HLek,n75
HLek,n_l = QkiHLekm_Q — HL€k7n_4
HLek,n = ZkHLekm_l — HLek,n_g
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Através de cancelamentos sucessivos, obtém-se:

n
> HLepwm = (2k—1)HLeyy— HLepo+ (2k — 1)HLey 3 — HLep +
m=3

(Qk — 1)HL€]€74 + -+ (2/{? — 1)HLek7n_3 + QHLekm_g + 2HL€k,n—1
n—3
= 2kHLey, o+ 2kHLey, 1 — (HLeyo+ HLey ) + (2k — 1) Z HlLey, .
s=2

Propriedade 2. A soma dos niimeros de indices pares dos hibridos de K-Leonardo é

dada por:
n 2n—3
> HLepom = 2kHLepsny — HLepy + (2k—1) ) HLey,.
m=3 s=3

Demonstracdo. Utilizando a relagdo de recorréncia dos hibridos de K-Leonardo, com
n € N, tem-se que:
HLek’,n—i—l = 2kHL€k,n - HLek,n_Q

Assim, avaliando a relacdo de recorréncia, em valores de n > 2, obtemos:

HLekA = 2kHL€k73 - HLekJ
HLek,G = 2kHLek,5 — HLek,g
HLek’g = QkHLekg — HL€k75

HLepon—o = 2kHLeyo,—3— HLegon—5
HLek’Qn = 2]€HL€]€’2”,1 — HL@an,g

Através de cancelamentos sucessivos, obtém-se:

n
> HLepom = (2k—1)HLeys— HLepy + (2k — 1) HLegs + -+ (2k — 1) H Leg on—s +
m=2
2kHLek,2n_1
2n—3
= 2kHLegon—1 — HLegy + (2k —1) Y HLey.
s=3
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Propriedade 3. A soma dos niimeros de indices impares dos hibridos de K -Leonardo é

dada por:
n 2n—4
> HLegpmor = 2kHLepsn o — HLepo+ (2k—1) Y HLey,.
m=2 s=2

Demonstragcdo. Utilizando a relacdo de recorréncia dos hibridos de K-Leonardo, com
n € N, tem-se que:
HLek,n-i-l = 2kHL€k7n — HLka_Q

Assim, avaliando a relagcdo de recorréncia, em valores de n > 2, obtemos:

HLek’g = ZkHLek’Q — HLek,O
HL@]C’5 = QkHLekA — HLem
HL6k77 = QkHLekﬁ — HLek,zl

HLeyo,—3 = 2kHLeyp—q — HLep2n—6
HLeyon—1 = 2kHLegon—o— HLek2p—4

Através de cancelamentos sucessivos, obtém-se:

N HLepsm1 = (2k—1)HLegs — HLego+ (2k — 1)HLeyy + -+
m=2

(2]{} - 1)HLek,2n74 + 2HL€k,2n72
2n—4
= 2kHLepono— HLego+ (2k —1) Y HLey,.

s=2

4 Conclusao

Neste trabalho foi apresentado um estudo em torno da sequéncia de Leonardo, sequén-
cia esta que esta relacionada a famosa sequéncia de Fibonacci e Lucas. Com o intuito de
explorar mais esta sequéncia, foi apresentado os nimeros de /-Leonardo e realizado a hi-
bridizacdo desta nova sequéncia, apresentando assim a sequéncia hibrida de K -Leonardo.
Com isso, foi exibido a sua relacdo de recorréncia, fun¢do geradora, férmula de Binet,
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representacao matricial e propriedades em torno dos hibridos de K -Leonardo.

Essas novas propriedades foram descobertas a partir do que ja se é conhecido da
sequéncia de Leonardo, trabalhado juntamente com a defini¢do e propriedades dos Nume-
ros Hibridos, e para chegar aos resultados obtidos foi utilizado manipulagdes algébricas e
provas matemadtica.
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