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Resumo. A l6gica da dedutibilidade, ou 16gica TK, formaliza no ambiente proposicional
a defini¢do do operador de consequéncia de Tarski. Neste processo de formalizacdo da
nog¢do de dedutibilidade, o sistema l6gico gerado, a l6gica TK, tem um carater modal para
o conceito de deducido. Ela estende a 16gica proposicional cldssica por meio de um operador
undrio que retrata, na linguagem da légica, o operador de consequéncia de Tarski. A 16gica
TK tem como modelo algébrico as TK-dlgebras e como modelo topoldgico/conjuntista os
espacos quase topoldgicos, ou espacos de Tarski. Os operadores modais da l6gica TK, na
sua contraparte topoldgica, estdo associados aos conceitos de fecho e interior, porém estes
espacos ndo coincidem com os usuais espacos topoldgicos. Iniciamos com a apresentacio
destas nogdes. Por outro lado, as conexdes de Galois, que tém sua origem motivada na
Teoria de Galois, sdo obtidas a partir dos pares de Galois, que atuam em estruturas de ordem.
Flexdes nos sentidos em que as ordens entre estas estruturas se aplicam geram os pares de
Galois. Num segundo momento, apresentamos estas no¢des. Inicialmente, constatamos
que os operadores de interior e fecho definidos sobre os espagos quase topoldgicos nio
determinam algum par de Galois. Mas o que fariam estes operadores cairem na condicio de
algum par de Galois? Quando analisado no contexto l6gico, vislumbramos que a inclusao
do conhecido axioma modal B a 16gica TK nos daria um tal par. Assim, a contrapartida
de tal axioma, no contexto dos espacos quase topolégicos, nos levou a obtencdo de uma
adjuncdo a partir dos seus respectivos operadores de fecho e interior.
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Palavras-chave. Matemdtica discreta. Espacos quase topoldgicos. Logica TK. Pares de
Galois. Adjuncio.

Abstract. Logic TK formalizes in the propositional environment the notion of the Tarski
consequence operator. Because that it is called the logic of deductibility. In this process
of formalizing the notion of deductibility, the logic obtained has a modal character. It is
obtained from the classical propositional logic plus an unary operator relative to the Tarski
operator. Logic TK has as its algebraic model the TK-algebras and as topological / set
theoretic model the quasi-topological spaces, or Tarski spaces. The modal operators of logic
TK are associated, in their topological counterpart, with the concepts of closure and interior.
Galois connections, in turn, are originated from Galois theory. They are obtained from the
Galois pairs, which act over order structures with changes in the in the orders that define
these structures. In a first approach, we find that the interior and close operators of almost
topological spaces do not determine a Galois pair. When analysed in the logical context,
if we include the well-known modal axiom B on the logic TK the operators determine an
adjunction that is a Galois pair. The counterpart of such procedure, in almost topological
context, led us to reach an adjunction from the closure and interior operators.

Keywords. Discrete mathematics. Almost topological spaces. Logic TK. Galois pairs.
Adjunction.

Mathematics Subject Classification (MSC): primary 03B22; secondary 03B45.

1 Introducao

Espacos de Tarski caracterizam o conceito de dedutibilidade e, desse modo, sao mo-
delos naturais para a légica da dedutibilidade TK.

Neste artigo, destacamos o comportamento de um espago de Tarski ao introduzirmos
um particular e notdvel axioma modal na 16gica TK. Balizamos estas a¢des a partir do
conceito algébrico de adjun¢do que € um particular par de Galois.

Para darmos os detalhes da construcio pretendida, iniciamos com a apresentagdo dos
espacos de Tarski, que podem ser vistos em [3]], [[1]] e [4]].

Entdo apresentamos as TK-adlgebras que podem ser encontradas em [8] e [3]]. Como
correspondente 16gico proposicional das TK-élgebras, temos a l6gica TK, que € introdu-
zida na secdo seguinte, como em [3] e [4].

Para os pares de Galois, fazemos uma outra se¢do com sua defini¢do e algumas pro-
priedades importantes para o desenvolvimento posterior, conforme em [2], [6], [9], [10] e
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[L1]. Adjuncdes sdo casos especificos de pares de Galois. Para detalhes podemos menci-
onar ainda [5]].

Espaco quase topoldgico € a versdo topoldgica dos espacos de Tarski. De fato, é
uma maneira alternativa de se definir os espagos de Tarski, trocando a intui¢do da nocao
de deducdo pela nocdo topolédgica de fecho [3]. Nos espagos quase topoldgicos temos
operadores de fecho e interior que, como veremos, nao constituem pares de Galois.

2 Espacos de Tarski

Os espacos de Tarski surgem da busca por uma caracterizacio, bastante geral, do que
um sistema formal deveria contemplar para ser considerado como uma légica (ver [3] e

[4]).

Definicdo 1. Operador de consequéncia sobre E é uma fun¢do ~— : P(E) — P(FE) tal
que, para todos A, B C E, valem:

(HACA

()ACB=ACB

(iii) A C A.

Segue, de (1) e (ii1), que vale a igualdade A= A, paracada A C E.

Definicao 2. Espaco de Tarski (ou um sistema dedutivo de Tarski ou um espaco de fecho)

é um par (E,~ ) de modo que E é um conjunto e ~ é um operador de consequéncia sobre
E.

Definicdo 3. Se (£, ) é um espago de Tarski, entdo o conjunto A é fechado em (E,™ )

se A = A, e A é aberto quando o seu complemento relativo a E, denotado por A€, é
fechado em (E,~).

Proposicdo 1. Em cada espago de Tarski (E,” ), qualquer intersec¢do de conjuntos fe-

chados é ainda um conjunto fechado.

Segue das defini¢des que () e E correspondem ao menor € ao maior conjuntos fecha-
dos, respectivamente, associados ao operador ~.

Espacos quase topoldgicos sdo generalizagdes das estruturas topoldgicas dadas pela
eliminacdo de algumas propriedades.

»

Definicdo 4. Espaco quase topolégico é um par (E,Q)) em que E é um conjunto,
QCPE)e:
(i) para qualquer B C ), segue que UB € ().
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Notemos que se B = (), em (i), entdo UB = U() = ) € Q

Definicao 5. A colecdo () é denominada quase topologia e cada membro de ) é um aberto
de (E,Q). Um conjunto A € P(E) é um fechado quando o seu complemento relativo a
E, denotado por A€, é um aberto de (E,Q).

Segue destas defini¢des que uma unido qualquer de abertos de (F,€)) é ainda um
aberto de (E, Q).

Proposicdo 2. Em todo espaco quase topoldgico (E, ) o conjunto () é um aberto e E ¢é
um fechado.

Proposiciao 3. Em todo espaco quase topoldgico (E, ), qualquer intersecgdo de fecha-
dos é um fechado.

Definicio 6. Se (F,()) é um espaco quase topoldgico, entdo o fecho de A é o conjunto:
A=n{X:ACXeX%ec Q) Ointeriorde A é o conjunto: A =U{X CE: X C
Ae X € Q}

Proposicio 4. Se (E,Q) é um espago quase topolégico e A C E, entdo A é fechado e A
é aberto.

Naturalmente, poderiamos definir espaco quase topoldgico a partir dos fechados, como
no contexto topoldgico.

Proposicao 5. Seja (E, Q) um espaco quase topolégico. Para todos A, B C E, valem:
HACACA
(i) A= A
(i) A=A
(iVACB=ACB
VVACB=ACB.

Também poderiamos definir o espagco quase topoldgico a partir da operacdo de interior
e dela definirmos o fecho de Tarski.

Definicao 7. Operador de interior sobre E é uma fungdo”: P(E) — P(F) tal que, para
todos A, B C E, valem:

HACA

(i)ACB=ACB

(i) A C A.

Agora mostramos a relacdo entre espacos de Tarski e espagos quase topoldgicos.

Braz. Elect. J. Math., Ituiutaba, v.2 - n.3, jan/jun 2021, p. [52|- 55



. 4
ZOc-mwm

A
AR
w.
h 4

FEITOSA, H. A.; SOARES, M. R.; LAZARO, C. A.

Proposicao 6. Sejam (E,)) um espaco quase topolégico e ~ a operacdo de fecho em
(E, Q). Entdo o par (E,” ) é um espago de Tarski.

Por outro lado, se (F,” ) é um espago de Tarski, ao considerarmos ¥ = {X C F :
X = X}, o conjunto dos fechados de (E,~ ), entdo segue a proposi¢do seguinte.

Proposiciao 7. Se (E,” ) é um espago de Tarski, entdo (FE,)) é um espago quase topold-
gicoemque X € Q < X% c 0.

Segue das duas proposicdes anteriores que, para cada espaco de Tarski, podemos de-
finir, de modo natural, um espago quase topoldgico e, para cada espago quase topoldgico,
podemos definir um espago de Tarski.

Definicao 8. Um espaco quase topolégico (E, ) é O-fechado quando:
(iv) 0 = 0.

Defini¢do 9. Um espaco topolégico (E, ) € um espaco quase topolégico O-fechado tal
que:

(vyAUB = AUB.
Definiciio 10. Um espaco de Tarski (E,~) é vicuo quando () = {).

Deste modo, os espacos topoldgicos sdo exemplos de espacos quase topoldgicos 0-
fechados. Como o conceito de consequéncia € essencial a Logica e naquele contexto sdo
relevantes os conjuntos de consequéncias, os quais ndo devem ser em geral vazios, do
ponto de vista 16gico interessam os espagos de Tarski ndo vicuos.

3 TK-algebras

Nesta secdo apresentamos as TK-dlgebras e na seguinte a l6gica proposicional TK.
Detalhes sobre os dois sistemas podem ser encontrados em [3]].

A definicdo de TK-dlgebra introduz a nocao de operador de consequéncia, da Defini-
¢do 1, no ambiente algébrico e a 16gica TK da a formaliza¢do no contexto 16gico.

Definicao 11. Uma TK-dlgebra é uma séxtupla A = (A,0,1,V,~, e) de maneira que
(A,0,1,V, ~) é uma dlgebra de Boole e ® é um novo operador, chamado de operador de
Tarski, para o qual valem:

(i) aVea=eq

(i) ea V e(a \V b) = o(a V b)

(iii) o(ea) = ea.
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Como as TK-4algebras estdo no contexto das algebras de Boole, o item (1) da definicio
acima afirma que, para cadaa € A, a < ea e o item (ii) que se a < b, entdo ea < eb.

Exemplo 1. A dlgebra de Boole conjuntista com A = P(X), quando X +# (), munida do
operador que para todo a € A, associa ea = a é uma TK-dlgebra.

A funcdo identidade é um operador trivial de Tarski.
Exemplo 2. A dlgebra de conjuntos P(R) com X = X U {0} é uma TK-dlgebra.

Exemplo 3. A dlgebra de conjuntos P(R) com ¢ X = N{I CR: I éumintervalo e X C
I} é uma TK-dlgebra.

Nas TK-élgebras podemos definir os seguintes operadores:

a>—>b=diCL\/b

a—b=g a~0b

Proposicao 8. Para toda TK-dlgebra valem as seguintes condicoes:
i)~ea<~a<e~aq
i)a<b=ea<eb
(iii) o(a A D) < ea A @b
(iv) ea \VV b < e(a \V b).

4 A légica TK

A légica proposicional TK € o sistema l6gico construido sobre a linguagem proposi-
cional de TK que é L = {—,V, —, #,p1, p2, P3, ...} com 0s seguintes axiomas e regras:

(CPC) ©, se ¢ € uma tautologia;
(T'Ky) © — ¢
(TK>) *0o— 0

=Y,
MP —_—
(MP) m

Fp =9

RM* _.
( ) -4 —

Braz. Elect. J. Math., Ttuiutaba, v.2 - n.3, jan/jun 2021, p. - 57



ZOc-mwm

7a
4'>
v FEITOSA, H. A.; SOARES, M. R.; LAZARO, C. A.

Este sistema 16gico formaliza, agora numa linguagem proposicional, as nocdes essen-
ciais do operador de consequéncia de Tarski, da Definicdo 1.

O operador da Defini¢do 1 pressupde um espago de conjuntos subjacente, que corres-
ponde aqui ao sistema Booleano das tautologias e da regra MP. As condi¢des do operador
sdo aqui formalizadas pelos axiomas (T'K,), (T K>) e aregra (RM*).

Proposicio 9. - 4o — #(p V).

1. Y Tautologi

Demonstragdo. » = (pVY) autotogia ]
2. 00 — #(p V) RM* em 1

Proposicao 10. - o = - 4.
1. Premissa

Demonstragdo. 2. p — 4@ Axri |
3. ¢ MPem1le?2.

Note que esta dltima proposi¢cdo afirma que se ¢ é um teorema de TK entido ¢y
também € um teorema, mas se ¢ € uma varidvel, por exemplo, entdo o resultado nio se
aplica.

Proposicio 11. - ¢V ¢ — #(p V 1)).

1 4p — $(p V) Prop.9
Demonstragdo. 2. 4 — 4o V 1) Prop. @ [
3. 40V ¢ — #(p V) CPCemle?2.

Em [3] estd uma demonstracao da adequagdo (correcao e completude) de TK relativo
as TK-algebras.

Podemos definir o operador dual de 4 da seguinte maneira:
O =4 ~ 4.
Proposicao 12. - ¢ — ¢ = F Qp — O,
Corolario 1. - ¢ < ¢ = F Qp <> Q.
Proposicao 13. - Oy — .
Proposicao 14. - O — OO

Proposicdo 15. = O(p A ) — Q.
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Corolario 2. - O(p A1) — (Op A Q).

Poderiamos, alternativamente, ter tomado o operador { como o operador primitivo e
substituir os axiomas T'K; e T'K, pelos seguintes axiomas e regra de dedugao:

(TK7) Op = ¢

(TK3) Op = OOy

g Fe—
(M )F<>so—><>¢'

Dado um espago quase topoldgico (E, €2), o operador 4 estd associado ao fecho na-
quele espago, enquanto o operador ) esta associado ao interior.

5 Pares de Galois

Pares de Galois sdao duas fungdes definidas entre duas estruturas de ordem com senti-
dos inversos, que preservam certos aspectos das ordens das duas estruturas. Sao generali-
zagoes das conexdes de Galois, que surgiram nos trabalhos originais do famoso algebrista
francés.

Nas notas seguintes, damos os detalhes. Ver, por exemplo, [2], [9] e [11].

Definicao 12. Uma relagdo bindria < sobre um conjunto A é uma ordem parcial se a
relacdo < é:

(1) reflexiva: para todo a € A, vale que a < a;

(i) antissimétrica: para todos a,b € A, se a < be b < a, entdo a = b;

(iii) transitiva: para todos a,b,c € A, sea < be b < ¢, entdo a < c.

Definicao 13. Conjunto parcialmente ordenado (poset) é um par (A, <) em que A é um
conjunto ndo vazio e < é uma ordem parcial sobre A.

Definicdo 14. Se f : (A, <a) — (P, <p) é uma fungdo entre dois conjuntos parcialmente
ordenados, entdo:

(i) a fungdo f preserva as ordens se a <, b= f(a) <p f(b);

(ii) a funcdo f inverte as ordens se a <, b= f(b) <p f(a).

Definicdo 15. Se [ : (A, <4) — (A, <4), entdo:
(i) a funcdo f é extensiva ou inflaciondria se, para todo a € A, a < f(a);

(i) a fungdo f é deflaciondria se, para todo a € A, f(a) < a.

Definicdo 16. Se (A, <4) e (P, <p) sdo conjuntos parcialmente ordenados, a € A e
p € P sdo elementos quaisquere f : A — P e g: P — A sdo fungées, entdo:
(i) o par (f, g) é uma conexdo de Galois se: a < g(p) < p <p f(a)
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(ii) o par (f, g)¢ é uma conexdo dual de Galois se: g(p) <, a <= f(a) <pp
(iii) o par | f, g] é uma adjuncdo se: a <4 g(p) < f(a) <pp
(iv) o par [ f, g|* é uma adjuncdo dual se: g(p) <s a <= p <p f(a).

Em alguns textos, o par [f, g] também é chamado de residuado.
Se (A, <4) é um conjunto parcialmente ordenado, entdo denotaremos a ordem inversa
de <4 por <% e, desse modo, (A, <%) = (A, (<4)™1). Assim,a < b& 0<% a

Sejam (A, <4) e (P, <p) conjuntos parcialmente ordenadose f : A — Peg: P —
A fungdes:

(i) Se (f, g) € uma conexdo de Galois, entdo (g, f) também é uma conexdo de Galois.

(ii) Se (f,g)? é uma conexdo dual de Galois, entdo (g, f)¢ também é uma conexdo
dual de Galois.

(iii) Se [f, g] € uma adjung@o, entdo [g, f]¢ € uma adjungdo dual.

(iv) Se [f, g]? é uma adjungdo dual, entdo [g, f] é uma adjungio.

Se (f, g) é uma conexdo de Galois para (A, <) e (P, <p), entdo:
() (f, g)? é uma conexdo dual de Galois para (A, <7) e (P, <%).
(i) [f, g] é uma adjungdo para (A, <) e (P, <%).
(iii) [f, g]? é uma adjun¢do dual para (A, <%) e (P, <p).

A seguir, destacamos as adjuncdes, como um caso de par de Galois. Demonstramos
varios resultados sobre as adjuncdes. Estes resultados, com as devidas particularidades,
podem ser aplicados aos demais pares de Galois.

6 Adjuncoes

Nesta se¢do, tomamos um dos pares de Galois, as adjuncdes, € mostramos muitas
propriedades das adjungdes.

Em alguns textos sobre os pares de Galois, as adjuncdes sao chamadas de Conexdes
de Galois, como em [11]. Mas a nossa escolha do nome de Conexao de Galois esta de
acordo com a original Teoria de Galois.

Seguimos a apresentagdo de [2] e [[10].

Definicdo 17. Dados dois conjuntos parcialmente ordenados (A, <,) e (P,<p) e as
fungées f : A — Peg: P — A entdo o par [f,g] é uma adjungdo de Galois se para
todo a € A e todo p € P temos que:

a<ag(p) < [fla) <pp.
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Em geral, ndo indicamos as ordens <4 e <p, pois 0 contexto permite dizer sobre qual
conjunto tratamos da ordem em questao.

A proposicao seguinte nos da condi¢des para termos uma adjuncao.

Proposicdo 16. Sejam (A, <,) e (P, <p) duas ordens parciais, f : A— Peg: P — A
fungées, a,b € Aep,q € P. Entdo o par (f, g| é uma adjuncdo se, e somente se, valem
as condigoes:

(i) a < g(f(a))

(i) f(g(p)) <

(i) a < b= f(a) < f(b)

(i) p < q=g(p) < g(q).

Demonstragdo. (=) (1) Como f(a) < f(a) e [f,g] é uma adjungdo, entdo f(a) <
fla) & a < g(f(a)). Logo, a < g(f(a)).

(ii) Como g(p) < g(p) e [f, g] € uma adjungdo, entdo g(p) < g(p) < f(g9(p)) < p.
Logo, f(g(p)) <p.

(iii) Seja a < b. Por (i), b < g(f(b)) e, entdo, a < g(f(b)). Desde que [f, g] € uma
f(b). Logo, f(a) < f(b)
pe, entdo, f(g(p)) < ¢. Desde que [f, g] é uma

adjuncdo, entdo a < g(f(b)) & f(a) <
(iv) Seja p < q. Por (ii), f(g(p)) <

adjuncdo, entdo f(g(p)) < ¢ < g(p) < g(q). Logo, g(p) < g(q).

(<) 1da: a < g(p) = fla) < fl9(p)) = f(a) < p.

Volta: f(a) < p = g(f(a)) < g(p) = a < g(p). u

Temos entdo outra maneira de definirmos uma adjungéo. O par [f, g] é uma adjuncio
se as funcgdes f e g preservam as ordens e as compostas go f e f o g sdo, respectivamente,
inflaciondria e deflacionaria.

Proposicdo 17. Se o par [f, g| € uma adjuncdo para as ordens parciais (A, <4) e (P, <p

), entdo: f(a) = f(g(f(a))) e g(b) = g(f(g(b)))

Demonstracdo. De (i), a < g(f(a)) e entdo, por (iii), f(a) < f(g(f(a))). Todavia, por
(i), f(g(f(a))) < f(a). Assim, f(a) = f(g(f(a))). A outra igualdade sai de modo
andlogo. ]

Proposicao 18. Se o par (f, g] é uma adjungdo para (A, <,) e (P, <p), entdo as duas
composicoes go f e f og sdo operadores de Tarski (fecho) e de interior, respectivamente,
sobre A e P.
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Demonstragdo. Por (i), para todo a € A, a < g(f(a)). Agora, se a < b, entdo f(a) <
f(b) e, dai, g(f(a)) < g(f(b)). Como, da proposi¢do anterior, f(g(f(a))) = f(a), entdo
9(f(9(f(a)))) = g(f(a)).

Logo, g o f é um operador de Tarski sobre A.
Para a composi¢do f o g, a justificativa é andloga. |

Exemplo 4. Dados dois conjuntos I e F, seja R uma relacdo de I/ em F, isto é, R C
E x F e consideremos entdo as seguintes relacdes de ordem (P(E),C) e (P(F), Q).

Agora, definamos as seguintes fungées: f : P(E) — P(F) dada por A = {y € F :
(Jz € A)(zRy)}; e g : P(F) — P(F) dada por B = {x € E : (Vy)(zRy — y € B)}.

Mostraremos que [f,g] é uma adjungdo. Para tanto, devemos observar que
(i) A C (AT)9; (ii)(B9) C B; (iii) Ay C Ay = A] C AL, (iv)B, C B, = BY C Bj,
conforme Proposigdo[16]

(i) Suponhamos que A ¢ (A)9. Entdo existe v € A tal que x ¢ (A')9. Dai, néo é
o caso que (Vy)(xRy — y € Af). Logo, existe y tal que xRy ey ¢ Al. Sey ¢ A/,
entdo ndo é o caso que existe x pertencente a A tal que xRy, o que contradiz a afirmag¢do
acima.

(ii) Se y € (BY)/, entdo existe x € BY tal que xRy. Agora, se xRy e x € BY, entdo
y € B. Logo, (BY)! C B.

(iii) Consideremos que A; C Ay. Sey € Al entdo (3x € Ay)(xRy). Da hipétese,
temos que (I € Ay)(xRy) e, portanto, y € A}. Logo Al C Al

(iv) Consideremos que By C By. Se x € BY, entdo (Vy)(xRy — y € Bi). Da
hipdtese, temos que (Vy)(xRy — y € By) e, portanto, x € Bj. Logo B} C Bj.

Exemplo 5. Como um caso particular do exemplo anterior, consideremos que EE = F' e
R é uma ordem parcial < sobre E.

Entdo f : P(E) — P(E) é definida por AY = {y € E: 3z € A)(x < y)}, que
consiste de todos os elementos de A e elementos de E que majoram algum elemento de
A; eqg: P(E) — P(E) é definida por B = {x € E : (Yy)(x <y — y € B)}, que
consiste de todos os elementos de B e elementos de E que minoram qualquer elemento

de B.

Exemplo 6. Consideremos uma fun¢do h : E — F e as relagdes de ordem (P(E),C) e
(P(F), )

Definamos entdo a imagem direta via h por f : P(E) — P(F) com A = {y €
F :x € Aeh(x) = y}; e aimagem inversa via h por g : P(F) — P(E) com
BY={rxe E:ye€ Beh(z) =y}

Mostraremos que [f, g] é uma adjung¢ao.

Certamente as funcoes [ e g preservam as ordens.
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Se y € (BY)!, entdo existe v € BY tal que h(x) = vy. Agora, como h(z) = y e
x € BY, entdo y € B. Logo, (B?)) C B.

Se x € A, como h é fungdo, entdo para y = h(x) tem-se que y € A’. Dai, segue que
x € (A1), ou seja, A C (AT)9.

Proposicao 19. Se o par (f, g| é uma adjungdo para os reticulados (definidos em [2] e
[7]) (A, A\, V) e (P, A\, V), entdo valem:

) flzVy) = flx)V f(y)

(i) g(x Ay) = g(x) A g(y)-

Demonstracdo. (i) Comoz < xVyey < xVy,entdo f(z) < f(xVy)e f(y) < f(xVy),
donde segue que f(z) V f(y) < f(z Vy).

Por outro lado, f(z) < f(x) V f(y) e f(y) < f(x)V f(y), donde segue que xz <
g(f (@) vV f(y)) ey < g(f(x) vV f(y)). Assim, zVy < g(f(z) V f(y)) = flzVy) <
fx) v fy).

(1) Similar.

Proposicao 20. Se [f, g1] e [f, go] sd@o adjungdes para (A, <4) e (P, <p), entdo: g1 = go.
Se [f1,g] e | f2, g] sdo adjuncdes para (A, <,) e (P,<p), entdo: f; = fo.

Demonstra¢do. Dado p € P, como g; e g, sdo fungdes, entdo estdo definidos g;(p)
e go(p). Da defini¢do de adjungdo segue que: ¢1(p) < ¢2(p) < f(oi(p)) < pe
92(p) < g91(p) & f(g2(p)) < p. Como o lado direito das duas equivaléncias sempre
¢ va lido para todo p pertencente a P, devido as hipéteses consideradas (adjuncdes con-
sideradas) e a Proposi¢do [16] (ii), resulta que o lado esquerdo de ambas as equivaléncias
sdo validos e, portanto, g; = go.

A outra condi¢do é semelhante a esta. |

Proposicao 21. Se o par [f, g] é uma adjungdo para (A, <,) e (P, <p), entdo valem:
() ae€g(P)g(fla) =a
(i) pe f(A) < flglp) =p
(i) f(A) = f(g(P))
(iv) g(P) = g(f(A)

)-
Demonstracdo. (i) (=) Se g(P), entdo existe p € P tal que g(p) = a. Dai,

9(f(a)) = 9(f(9(p))) = 9(p ) a. («) Se g(f(a)) = a, entdo para b = f(a) temos que
g(b) = a e, portanto, a € g(P).

(i1) Similar a (1).

(i) Se p € f(A), por (ii), p = f(g(p)) e, portanto, p € f(g(P)). Logo f(A) C
f(g(P)). Agora, se p € f(g(P)), entdo p = f(a) para algum a € g(P) C A. Assim,
p e f(A) e f(g(P)) C f(A).
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(iv) Similar a (iii). |

Assim, cada ponto a € ¢g(P) é ponto fixo da fungdo g o f e cada ponto p € f(A) é
ponto fixo da funcdo f o g.

Proposicdo 22. Se o par [f, g| é uma adjungdo para (A, <,) e (P, <p), entdo:
(i) f(a) =min{p e P:a <g(p)}
(i) g(p) = maz{a € A: f(a) < p}.

Demonstragcdo. (i) Dado a € A, como a < g(f(a)), entdo f(a) € {p € P :a < g(p)}.
Agora,se c € {p € P :a < g(p)}, entdo a < g(c) e daf f(a) < f(g(c)) e, portanto,
f(a) < e Logo, f(a) =min{p e P:a<g(p)}

(ii) Dado p € P, como f(g(p)) < p, entdo g(p) € {a € A : f(a) < p}. Agora, se

ce€{ae A: f(a) < p},entdo f(c) < pedaig(f(c)) < g(p) e, portanto, ¢ < g(p).
Logo, g(p) = maz{a € A: f(a) < p}. [

Proposicdo 23. Se [f1,g1] é uma adjungdo para (A, <4) e (B, <pg) e [f2, go] € uma ad-
Jungdo para (B, <g) e (C,<¢), entdo [f> o f1,g1 © g2| é uma adjungdo para (A, <.) e
(07 SC’)

Demonstragdo. a < gy o ga(c) = g1(g2(¢)) < fi(a) < ga(c) & fa(fila)) < ¢ &
fao fi(a) <ec. [ |

Cada particular par de Galois tem resultados semelhantes a estes sobre as adjungdes.

Exemplo 7. Consideremos um espaco quase topologico (E,S)) e observemos que
(P(E), Q) constitui um poset. Definindo as funcdoes f,g : (P(E),C) — (P(E),C)
de modo que f(A)A e g(A)A teremos que o par [f, g] ndo constitui uma adjun¢ao.
Para mostrar a validade dessa afirmagdo, num primeiro momento, basta observar que,
em geral, g o f ndo é inflaciondria, isto é, nem sempre vale que A C g(f(A)) = A. A

afirmagdo de que o referido par ndo é uma adjungdo decorre entdo da Proposigdo [16]

7 Introducao do axioma B na logica TK

Os espacos quase topoldgicos sdo modelos adequados, isto €, corretos e completos,
para a légica TK. O processo de demonstracdo dessa afirmacgdo é bastante elaborado e
daremos uma ideia do procedimento realcando a parte que nos interessa.

Nas defini¢des que seguem consideramos um espago quase topoldgico (E, €2) arbitra-
rio.
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Definicao 18. O conjunto Var(TK) = {p1, p2, ps3, - . .}, das varidveis proposicionais de
TK, corresponde as formulas atomicas de T K.

Definicdo 19. O conjunto das formulas de TK, denotado por For(TK), é definido in-
dutivamente por:

(i) cada varidvel p; estd em For(TK);

(ii) se p, v € For(TK), entdo ¢ — ¢ € For(TK);

(iii) nada mais pertence a For(TK).

Definicao 20. Uma valoragdo restrita é uma fungdo v : Var(TK) — P(E), que inter-
preta cada varidvel de TK em um elemento de P(E).

Defini¢do 21. Uma valoracdo é uma funcdo v : For(TK) — P(E) que estende v,
natural e unicamente, como segue:

(i) v(p) = v(p), para todo p pertencente a Var(TK);,

(i) v(—p) = E —v(p) = v(p)*

(iii) v(#p) = v(p);

(iv) v(p A ) = v(p) No(Y);

W) v(e V) = v(p) Uo(d);

(vi) v(T) = E, em que T ¢é qualquer tautologia;

(vii) v(L) = 0, em que L, alguma contradigao.

Proposicdo 24. Dada uma valoracdo qualquer v : For(TK) — P(FE) temos que
v(0p) = v(p).

Demonstracdo. Decorre das defini¢des de valoragao, de ¢, de fecho e de interior, obser-
vando ainda que v(Qp) = v(—4—p). |

Definicio 22. Dado T" C For(TK), dizemos que uma valoragdo v : For(TK) — P(FE)
¢é um modelo para T se, para toda ¢ € T, temos v(p) = E.

Denotamos por ((£,2),v) | T' o fato de v ser um modelo para I' em (F,(2). Em
particular, se I' = {¢}, entdo uma valora¢do v é modelo para I', ou modelo para ¢,
se v(¢) = E. Neste caso escrevemos simplesmente ((E,2),v) E ¢ e dizemos que a
formula ¢ € verdadeira em (F, ().

Definicao 23. Uma formula ¢ € For(TK) é vdlida, o que é denotado por |= ¢, se para
todo espaco quase topolégico (E, Q) e toda valoracdo v : For(TK) — (E,Q) temos
que ((E,Q),v) = o, isto é, que v(p) = E.

Definicao 24. Um subconjunto I' C For(TK) implica semanticamente o, o que é deno-
tado por T |= ¢, se todo modelo de T' é também modelo de .
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Com essas defini¢des podemos enunciar os teoremas de corre¢do e completude que
caracterizam a adequacao.

Teorema 1. (Correcido) Se I' b o, entdo T' |= .

Note-se que, no teorema acima, o simbolo I' = ¢ tem o significado usual de ¢ ser
consequéncia sintdtica ou dedutiva de I'.

Para demonstrarmos a Completude, isto €, que toda consequéncia semantica implica
na consequéncia sintdtica correspondente, o processo € mais elaborado.
Para maiores detalhes, ver [4].

Consideraremos agora a inclusao, na légica TK, de um outro axioma, bastante conhe-
cido no estudo das 16gicas modais, chamado de Axioma B: o — (4.

Para o que seguird € interessante notar que este axioma B pode ser expresso em uma
forma equivalente que é: )¢ — . De fato, acompanhemos as equivaléncias abaixo:

$O(—p) = () & 20-0(—p) = @ & ¢ = O=0(—p) & © = O-(—4-(—p))
& = Qb

8 O axioma B e uma adjuncio nos espacos quase topolo-
gicos

Na medida em que consideramos a 16gica TK com a inclusdao do Axioma B, devido
a adequagdo, teremos no espago quase topoldgico associado (£, 2) uma corresponde
restri¢ao.

Assim € que a inclusdo, como axioma, de ¢ — (4 exigird, necessariamente, que
para toda ¢ € For(TK) tenhamos v(p — O#p) = E.

Acompanhemos as considera¢des abaixo para ver o que isso acarreta.

v(p = O#p) = E < v(-pV Op) = E < v(-p) Uv(Obp) = E < v(p)°U
v(#p) = E & v(p)*Uu(p) = E. O
Decorre que, para toda ¢ € For(TK), deveremos ter v(¢) C v(¢p).

Tendo em vista a equivaléncia ¢ — Q4 < #Op — @, também serd necessario que:

C

V(900 = ) = v(~#0p V ) = v(~#0p) Un(p) = v(yp) Un(p) = E.
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—C

Assim, v(¢)¢ C wv(p) , resultando que, para toda ¢ € For(TK), deveremos ter

() S ().
Essas consideracdes podem ser resumidas no seguinte Lema:

Lema 1. Se o espago quase topolégicos (E, Q) estd associado a logica TK, munida com
o axioma B, Oentdo para todo A C F sdo vdlidas:

() ACA;

(i) A C A

Demonstracdo. Seja (E, ) um modelo para TK + B. Entdo (£, {2) é um espago quase-
topoldgico e, portanto, de Tarski que modela também o axioma B e sua versdo dual
*00 — .

Assim, como cada férmula ¢ de TK ¢ interpretada num subconjunto de E, se v(p) =
A, das consideragdes acima, temos que A C Z e Z C A. [ |

Notemos inicialmente que todo espaco topoldgico é um espago quase topoldgico e,
portanto, satisfaz todos os axiomas da l6gica TK. No entanto, o espaco topoldgico usual

da reta ndo satisfaz as condi¢des do Lema (I)). Adicionalmente, todo espago clopen é
modelo de TK+B.

Voltemos agora a situacdo do Exemplo [/} respeitando as considerag¢des originadas do
processo que acabamos de constatar.

Proposicao 25. Seja (E,Q) um espaco quase topoldgico, modelo para uma logica TK
acrescida do axioma B. Se f,g : (P(E),C) — (P(F), Q) sdo fungdes definidas por:
fA) =4 A e g(A) =4 A, entéo o par [f, g] constitui uma adjuncdo sobre (E, Q).

Demonstragdo. Temos que os itens (iii) e (iv), da Proposi¢ao[I6] sdo consequéncias dire-
tas da Proposic@o[5] Ja os itens (i) e (ii) da Proposi¢do |16 decorrem do Lemall] [

9 Consideracoes Finais

Neste trabalho identificamos e apresentamos, a partir da 16gica TK acrescida do axi-
oma B, um ambiente semantico adequado em que os operadores de fecho e interior de um
espaco quase topoldgico constituem um par de Galois chamado adjun¢do. Os pares de
Galois acabam por compOr um conceito que estd presente em muitas situagdes da Logica
e da Matematica, por assim dizer eles ampliam o alcance da proposta inicial da conexao
de Galois.
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Como temos muitos resultados conhecidos sobre os pares de Galois, podemos usa-
los para a exposi¢do de muitos resultados sobre a Logica TK acrescida do axioma B, e
também sobre os seus modelos de carater topoldgico ou algébrico.

Assim, damos aqui os primeiros passos nesta inter-relacdo entre axiomas modais e
seus respectivos modelos sobre TK. Uma questdo interessante para ser abordada € o es-
tudo da validade da reciproca da Proposi¢do [23]
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