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Geometria de Laguerre e hipersuperficies de Dupin
com curvaturas de Laguerre constantes em R" ! |!

Laguerre geometry and Dupin hypersurfaces with constant Laguerre
curvatures in R"+!

Fernanda Alves Caixetd?
Luciana Maria Dias de Avila RodrigueJ3

Resumo. Neste trabalho, apresentamos os resultados estudados em Caixeta e Rodrigues
[4]. Inicialmente, estudamos a geometria das esferas orientadas em R™*1 tendo como base
o trabalho de Cecil [1]], e a geometria de Laguerre no espaco Euclidiano, de acordo com
o artigo de Li e Wang [6]. Posteriormente, considerando M"™ C R"™*! uma hipersuper-
ficie orientdvel com r curvaturas principais distintas (r > 3) e ndo nulas, apresentamos
uma caracteriza¢do obtida por Li e Wang [[7]], em termos dos invariantes de Laguerre, das
hipersuperficies de Dupin com curvaturas de Laguerre constantes. Apresentamos ainda o
resultado de classificacdo das hipersuperficies de Dupin com curvaturas de Laguerre cons-
tantes proposto por Li e Wang [[7], que consiste em mostrar que uma hipersuperficie de
Dupin com curvaturas de Laguerre constantes é Laguerre equivalente a uma hipersuperfi-
cie isoparamétrica de Laguerre plana. Em um contexto um pouco diferente do até entio
estudado, considerando uma hipersuperficie de Dupin prépria em R"*!, que admite um sis-
tema de coordenadas principais com n curvaturas principais distintas e nao nulas, Cezana
e Tenenblat [2] apresentaram uma caracterizacio das hipersuperficies de Dupin em R"*!,
n > 3, com todas as curvaturas principais distintas e curvaturas de Laguerre constantes, que
admite uma parametrizacdo por linhas de curvatura, em termos de seus raios de curvatura
e de sua primeira forma fundamental. Assim, utilizando esse resultado, Cezana e Tenen-
blat [2] apresentaram explicitamente todas essas hipersuperficies que possuem curvaturas
de Laguerre constantes.
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Abstract. In this work, we present the results studied in Caixeta e Rodrigues [4]]. Initially,
we studied the geometry of the oriented spheres in R based on the work of Cecil [1]], and
the Laguerre geometry in the Euclidean space, according to the article by Li e Wang [6]].
Subsequently, considering M™ C R"™*! an oriented hypersurface with » (r > 3) distinct
nonvanishing principal curvatures, we present a characterization obtained by Li e Wang [7],
in terms of Laguerre invariants, of Dupin hypersurfaces with constant Laguerre curvatures.
We also present the classification result of the Dupin hypersurfaces with constant Laguerre
curvatures proposed by Li e Wang [7]], which consists in showing that a Dupin hypersurfaces
with constant Laguerre curvatures is Laguerre equivalent to a flat Laguerre isoparametric
hypersurface. In a slightly different context from the one studied so far, considering a proper
Dupin hypersurfaces of the Euclidean space R™*!, that admit principal coordinate systems
and have n distinct nonvanishing principal curvatures Cezana e Tenenblat [2]] presented a
characterization of Dupin hypersurfaces in R"*!, n > 3, with all the distinct principal
curvatures and constant Laguerre curvatures, that is parametrized by lines of curvature,
in terms of the radius of curvature and their first fundamental form. So, using this result
Cezana e Tenenblat [2] showed explicitly all such hypersurfaces that have constant Laguerre
curvatures.

Keywords. Laguerre geometry. Dupin hypersurfaces. Laguerre curvatures. Laguerre iso-
parametric hypersurfaces.

1 Introducao

Uma hipersuperficie //™ em uma forma espacial R"*!, S"*! ou H"*! é de Dupin se
cada curvatura principal € constante ao longo da correspondente linha de curvatura. Uma
hipersuperficie de Dupin M"™ € dita prépria se o ndmero r de curvaturas principais é
constante em M". Os primeiros exemplos dessas superficies, obtidos por Dupin em 1822,
foram as ciclides de Dupin. Desde entdo, as hipersuperficies de Dupin passaram a ser
objeto de estudo para muitos pesquisadores, sobretudo acerca de problemas envolvendo
a classificacdo dessas hipersuperficies (veja, por exemplo, [S], [7], [8], [9], [11], dentre
outros).

Uma importante classe de exemplos de hipersuperficies de Dupin, sdo as hipersuper-
ficies isoparamétricas em R™ ™!, S"*! ou H"*!. Uma hipersuperficie € dita isoparamétrica
se ela possui curvaturas principais constantes. Num trabalho publicado em 1999, Corro,
Fereira e Tenenblat [3]] aplicaram transformacgdes de Ribaucour ao hiperplano, para obter
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uma familia de hipersuperficies de Dupin em R"*!, n > 3, parametrizada por linhas de
curvatura com n curvaturas principais distintas, dada, a menos de movimentos rigidos

por,
> bjui +
x(u17u27 s 7un) = (u17u27 v ooy Up, 0)_17—J(blu17 b2u27 sy bn“na _]-)7 (1)
>y bug + 1

em que b; sdo nimeros reais distintos e ndo nulos e v € R. Essa familia de hipersuperfi-
cies de Dupin tem curvatura de Lie constante, curvatura de Laguerre constante e curvatura
de Mobius ndo constante. Além disso, é um exemplo de uma familia de hipersuperficies
isoparamétricas de Laguerre planas utilizado na classificacdo das hipersuperficies de Du-
pin com curvaturas de Laguerre constantes.

O estudo das hipersuperficies de Dupin, e de problemas envolvendo a classificacido
dessas hipersuperficies, pode ser contextualizado no cendrio das esferas de Lie. Em 1985,
Pinkall [10] provou, dentre outros resultados, que a propriedade de uma hipersuperficie
ser de Dupin prépria € invariante pela acdo do grupo das transformagdes de Lie. Assim,
a classificagdo das hipersuperficies de Dupin € realizada a menos dessas transformagdes.
O grupo das transformagdes de Lie pode ser visto como a unido de dois importantes
subgrupos, o subgrupo das transformacdes de Mdbius e o subgrupo das transformacoes
de Laguerre.

Na geometria diferencial de Laguerre, sdo estudadas as propriedades de hipersuper-
ficies de Laguerre invariantes pelo grupo das transformacdes de Laguerre em UR™"!.
Em 2007, Li e Wang [6] considerando uma hipersuperficie z: M™ — R"*! sem pontos
umbilicos com curvaturas principais distintas ndo nulas, definiram os invariantes basicos
de Laguerre, a saber, uma métrica invariante de Laguerre g, segunda forma fundamental
de Laguerre B, forma de Laguerre C e o tensor de Laguerre L. Além disso, definiram
as formas espaciais de Laguerre UR™™!, UR}*! e UR{™! e as imersdes de Laguerre
o URMM — UR™ e 7 : URJ™ — UR™!. Usando estas imersdes de Laguerre,
mostraram que cada hipersuperficie = : M"™ — R ou z : M™ — R corresponde a
uma hipersuperficie ' : M™ — R,

Em 2010, Li, Li e Wang [8]] introduziram o conceito de hipersuperficie com segunda
forma fundamental de Laguerre B paralela e obtiveram a classificacdo completa dessas
hipersuperficies. Isto é, mostraram que a menos de transformacao de Laguerre, as tnicas
hipersuperficies com segunda forma fundamental B paralela em R™*! sdo as ciclides de
Dupin ou a imagem pela imersdo de Laguerre 7 da hipersuperficie z : M" — R{™!
que corresponde, a menos de uma translagdo em R™"!, a hipersuperficie descrita em (I))
quando v = 0.

Posteriormente, Li e Sun em [9] definiram hipersuperficies isoparamétricas de La-
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guerre e apresentaram uma classificacdo dessas hipersuperficies no caso M3 C R*. Mos-
traram também, que uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre € uma hipersuperfi-
cie de Dupin e reciprocamente, uma hipersuperficie de Dupin, com a hipdtese adicional
de ter a forma de Laguerre C nula, € uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre.

Em 2015, Li e Wang [7]], fazendo uso de um resultado de caracterizacao das hipersu-
perficies de Dupin com curvaturas de Laguerre constante, provaram que uma hipersuper-
ficie de Dupin M™ C R™"!, com r curvaturas principais distintas (r > 3) e ndo nulas,
¢ Laguerre equivalente a uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre plana em R+
se, e somente se, as curvaturas de Laguerre Sao constantes.

Recentemente, em 2017, Cezana e Tenenblat [2] apresentaram algumas propriedades
basicas das hipersuperficies de Dupin com n curvaturas principais distintas. Em seguida,
mostraram que qualquer hipersuperficie de Dupin prépria em R"*! com n curvaturas
principais distintas e nao nulas, que admite um sistema de coordenadas principais e possui
curvaturas de Laguerre constantes € dada pela familia descrita em ().

Neste trabalho, estudamos primeiramente a geometria das esferas orientadas em R"*!,
tendo como base o trabalho de Cecil [1]], e a geometria de Laguerre em R, de acordo
com o artigo de Li e Wang [6]. Posteriormente, estudamos os resultados de classificacdo
das hipersuperficies de Dupin com curvaturas de Laguerre constantes apresentados por Li
e Wang [7] e Cezana e Tenenblat [2].

Nosso objetivo € apresentar o resultado proposto por Li e Wang [7]], observando que
as hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre planas constituem uma classe contida na
familia dada por (1) quando v = 0. Em seguida, descrevemos os resultados obtidos por
Cezana e Tenenblat [2]].

2 Geometria de Laguerre no espaco Euclidiano

A fim de apresentarmos os resultados de classificagdo obtidos por Li e Wang [7]] e Cezana
e Tenenblat [2], necessitamos de um estudo preliminar a respeito da geometria das esferas
orientadas em R"*! e da geometria diferencial de Laguerre.

Considere sobre R"**! o fibrado tangente unitério, definido por:
UR™ = {(z,6)/z € R"™ ¢ € "} =R"! x §" ¢ R 2, ()

Uma esfera orientada UR"*! ¢ definida por:

Definicdo 1. Uma esfera orientada em UR™! de centro p e raio r é uma subvariedade
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n-dimensional em UR™ ™ dada por:

S(p.r) ={(,§) e UR™™/ x —p=r¢}. 3)

Geometricamente, S(p,r) com r # 0 corresponde a uma esfera orientada em R™"*! de
centrop € R" e raio r. Se r > 0 (respectivamente r < 0), o vetor normal unitdrio ¢ de
S(p,r) é exterior (respectivamente interior). Se r = 0, entdo S(p,0) representa todos os

vetores tangentes a p. Denotamos S(p,0) o ponto esférico em p € R,
Definimos um hiperplano orientado em UR"™! como sendo:

Definicao 2. Dado & € S™ e uma constante \ € R, dizemos que um hiperplano orientado
em UR™ ! é uma subvariedade n-dimensional em UR™ ™ dada por:

P, A) ={(x,§) €UR™/ z- &= A}, 4)

€«

em que “.” é a métrica Euclidiana de R" !,

Geometricamente, P (&, \) € o hiperplano {z € R""!/z.£ = A} em R""! com normal
unitario &.

Considere o conjunto 3 = {I'/I" é esfera ou I" é hiperplano} C UR""!,

Consideramos R4 o0 espaco R"™* munido com o produto interno

(X)) =-X1Y1 4+ XoVo+ -+ Xoy3Yois — Xppa Yo, VXY R (5)
Definimos a quéddrica de Lie como sendo:
Defini¢io 3. No espaco projetivo real P"*3, definimos a quadrica Q"2 por
Q" = {[X] e P""/(X, X) = 0}
Qn*?2 ¢ denotada quédrica de Lie.

Descrevemos uma correspondéncia bijetiva entre os elementos do conjunto X e os
pontos da quddrica de Lie Q"*2 como segue:

N Qn+2
S0 | [, = ]
P(ga >‘) [()‘7 _)‘7 57 1)]
weRMT | [(Ep Ty,

Chamamos [y] € Q"2 de coordenadas esféricas de S(p,r) e P(£, \).
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A correspondéncia ' € 3 +— [7] € Q"2 define uma bije¢do de > em Q"2 —{[P]},
onde
P =(1,-1,0,0), 0 € R"*',

Com isso, fica determinado um difeomorfismo L entre UR™™! e o conjunto de todas as
retas projetivas contidas em Q"2 — {[P]}, chamado difeomorfismo de Lie. Além disso,
definimos o grupo das transformacdes de Laguerre LG em UR™!, que é um importante
subgrupo do grupo das transformagdes de Lie, como sendo

LG = {T € O(n +2,2)/PT = P}, (6)

onde P = (1,—1,0,0), 0 € R™ ¢ o vetor tipo luz em R} e Q(n + 2,2) é formado
pelo grupo ortogonal que deixa o produto interno (3) invariante.

Considerando T' € LG entdo T induz uma transformagdo projetiva em P"™3, que pode
ser restrita a Q"*2, dada por

T([X]) = [XT], X € Q"

Chamamos, T € LG eT : Q"2 — Q"*2, de transformagoes de Laguerre e LG o grupo
das transformacoes de Laguerre. Considerando o difeomorfismo de Lie L, qualquer T' €
LG induz uma transformagao

¢p=L'oToL:UR" — UR", (7)

chamada de transformacdo de Laguerre em UR™ 1, em que o grupo das transformagdes
de Laguerre sobre UR""! é dado por

LG ={¢: UR"™ — UR™'/p =L 'oT oL T cO(n+22),PT =P}

Assim, definimos uma hipersuperficie de Laguerre em UR™ ! como sendo:

Definicdo 4. Seja x : M™ — R"*! uma hipersuperficie orientada com curvaturas prin-
cipais que ndo se anulam e £ : M"™ — S" a aplicagdo normal. Uma hipersuperficie

f=(2,6) : M — UR"™! é uma hipersuperficie de Laguerre, se £ : M" — S™ é
imersdao e se dz - £ = 0.

No que segue, apresentamos o conceito de hipersuperficies serem Laguerre equivalentes.

Definicdo 5. Sejam x, 7 : M™ — R"*! duas hipersuperficies orientadas com curvaturas
principais que ndo se anulam. Dizemos que = e Z s@o equivalentes por transformacdes
de Laguerre (Laguerre equivalentes), se as hipersuperficies de Laguerre correspondentes
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f=(x6), f=(%¢& : M" — UR"™" sdo diferentes apenas por uma transformagio
é,

de Laguerre, isto é, f = ¢o f,onde p = L oT o L, T € LG.

Na geometria diferencial de Laguerre sao estudadas as propriedades das hipersuper-
ficies de Laguerre em UR"™"! que sdo invariantes pelo grupo das transformacdes de La-
guerre em UR™!. Objetos invariantes por transformacdes de Laguerre sdo chamados por
invariantes de Laguerre.

No que segue, apresentamos alguns invariantes basicos de Laguerre para hipersuper-
ficies de Laguerre em R""!, estudados pelos autores Li e Wang [6]], tais como, a segunda
forma fundamental de Laguerre B, a forma de Laguerre C e o tensor de Laguerre L.

Sejam x : M™ — R™*! uma hipersuperficie orientdvel sem pontos umbilicos e com
curvaturas principais que nao se anulam k; e £ : M" — S™ o campo normal unitario.
Sejam

1 ri4 T,
ok n

o raio de curvatura e o raio de curvatura média de x. Definimos a aplicacao
Y =plx-&—x-&6,1): M — C"P c Ry, (8)
onde p =/ ,(r — ;)2 e C™*3 ¢ o cone de luz definido por
C"3 = {z e Ry™/(x,2) = 0}.

O vetor Y é denotado o vetor posicdo de Laguerre da imersdo x.

O teorema seguinte, apresentado por Li e Wang [6], fornece uma equivaléncia entre
hipersuperficies de Laguerre em termos dos seus respectivos vetores posicao.

Teorema 1. Sejam x,% : M™ — R"*! duas hipersuperficies sem pontos umbilicos e
com curvaturas principais que ndo se anulam. Entdo v e T sdo equivalentes por uma
transformagdo de Laguerre se, e somente se, existe T' € LG tal que Y = Y'T.

Os autores Li e Wang [6], com base no Teorema [I, mostraram que
= (dY,dY) = p*d¢.d¢

€ uma métrica invariante por transformagdes de Laguerre, chamada a métrica de Laguerre
de x.
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Seja A o operador Laplaciano de g, definimos
N = 1AY+ ! (AY,AY)Y,
T on 2n? ’ ’
1 2y 1 2
n o= 5(1+|.T‘ )75(1—‘l’| ),.T,O +T('r'§7_'r'§7§71)7

m4+...+7, . . L1 .
onde r = ——————" € o raio de curvatura média de x. Sejam {E/, Es, ..., E,} em
n

R5+* campos tangentes a Y consistindo de uma base ortonormal na métrica g com base
dual {wq,we, ..., w,}.
Sdo satisfeitas as seguintes relagdes de ortogonalidade na métrica (3)

(AY, Ei(Y)) =0, (Y,AY) = —n, (E(Y), E;(Y)) = dij,

<Y7 Y) = <Y7 EZ(Y>> =0, <Y7 77) = <Y7 P> =0, <Y7 N> =-1,
)
<N>N>:07 <N777>:<N>P>:<N7Ei(y)>:07

(n,m) = (P, P) = (n, Ei(Y)) =0, (n,P)=—1.

Entdo, temos a seguinte decomposicao ortogonal
Ry = ger{Y,N} @ ger{E\(Y), B2 (Y), ..., E,(Y)} & {n, P}.

Chamamos {Y, N, E1(Y), Ex(Y), ..., E,(Y),n, P} de referencial mével de Laguerre em
R de x. As equagdes de estrutura para este referencial sdo dadas por

ZLUE )+ P,

Ej(EZ(Y)) LY + 0N + Z IEEW(Y) + By P, (10)

Ei(n) = —CY + ) _ Bi;Ej( Y),
J

onde C;, L;; = Lj;, B;j = Bj;, F sdo funcdes diferencidveis definidas em M™. Dessas

equagdes temos 0s segulntes 1nvar1antes de Laguerre:

Definition 1. Definimos os invariantes B = sz Bijjw; ® wj, L = sz Lijw; @ wj e
C = Y, Ciw; denominados tensor segunda forma fundamental de Laguerre, tensor de
Laguerre e forma de Laguerre, respectivamente.

Além dos invariantes basicos de Laguerre, a saber, métrica de Laguerre g, segunda
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forma fundamental de Laguerre B, forma de Laguerre C e tensor de Laguerre L, estu-
dados pelos autores Li e Wang [6] para hipersuperficies de Laguerre em R"*!, outros
invariantes de Laguerre importantes sdo as curvaturas principais de Laguerre e as curva-
turas de Laguerre.

Definicdo 6. Seja x : M™ — R"! uma hipersuperficie orientdvel sem pontos umbilicos e
com curvaturas principais ndo nulas. Denotamos os autovalores do operador da segunda

forma fundamental de Laguerre B por curvaturas principais de Laguerre de x dadas por

bi=p'(r—ry), (11)

1 rn+...4+7,
onde r; = T € o raio de curvatura, r = ————— € o raio de curvatura média de x
; n
1

er= VST

Definimos as curvaturas de Laguerre por:

Definiciio 7. Seja x : M™ — R"*! uma hipersuperficie orientdvel sem pontos umbilicos
e com curvaturas principais ndo nulas. Para quaisquer trés curvaturas principais k;, k;

e k;, distintas, definimos
(ki — kj)k

Eijl —
(ki — kj)k;

(12)

como sendo a curvatura de Laguerre de x.

3 Hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre em R" !

Considerando x : M™ — R™*! uma hipersuperficie com curvaturas principais que nio se
anulam e sem pontos umbilicos, sendo g = pd¢.d¢ a métrica de Laguerre onde € : M™ —
S™ é o campo normal unitdrio de z e p = /> _,(r — ;)?, introduzimos os conceitos de
hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre e hipersuperficies de Dupin.

Defini¢iio 8. Uma hipersuperficie x : M™ — R"*! é Dupin se suas curvaturas principais
forem constantes ao longo de suas correspondentes linhas de curvatura, isto &, e;(k;) = 0,
onde k; € curvatura principal de x e e;, 7 = 1, ..., n é base canonica. Uma hipersuperficie
de Dupin z € dita prépria se o nimero r de curvaturas principais distintas for constante.

Definimos uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre como sendo:

Definicdo 9. Seja v : M"™ — R™"! uma hipersuperficie sem pontos umbilicos e com
curvaturas principais que ndo se anulam. Dizemos que x € uma hipersuperficie isopa-
ramétrica de Laguerre se a forma de Laguerre C € nula e as curvaturas principais de
Laguerre, dadas em (L], forem todas constantes.
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Defini¢iio 10. Uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre z : M"™ — R"*! ¢ dita
hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre plana se

Riji =0, paratodos 1<17,j,k, | <mn,

onde 2;;; € o tensor de curvatura de g.

No que segue, apresentamos exemplos de hipersuperficies isoparamétricas de La-
guerre, a saber, a ciclide de Dupin e z : R” — Ry™! uma hipersuperficie orientada
tipo-espago em Ry, Além disso, as hipersuperficies descritas nos exemplos a seguir
s@o também hipersuperficies com segunda forma fundamental de Laguerre paralela. Uma
hipersuperficie x : M™ — R"*! sem pontos umbilicos e com curvaturas principais que
nao se anulam possui segunda forma fundamental de Laguerre paralela se VB = 0, onde
V € a derivada covariante em relagdo a métrica g e B € a segunda forma fundamental de
Laguerre.

Exemplo 1. (Ciclide de Dupin) Para qualquer inteiro m com 1 < m < n — 1 denotamos
por
H"™ = {(v,w) € R*" ™ /v —w? = —1,w > 0}

o espaco hiperbdlico imerso no espago de Minkowski R} ™", Definimos z : S™ x
H"™ — R"*! por

x(u,v,w) = (%(1 +w), %) , wesS”, (v,w) e H"™,. (13)

A seguir apresentamos o exemplo de hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre
planas dado por Li e Wang [7]].

Exemplo 2. (Hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre planas) Para quaisquer intei-
ros mi, Mo, ..., Mg, cOM My +ms—+---+my = n (s > 2) e constantes distintas nao nulas
AL, A2, - . ., A, definimos = : R® — R2! uma hipersuperficie orientada tipo-espago em
Ry dada por

<A1|u1\2+A2\u2\2+-~-+As\us\2 )\1|u1|2+)\2|u2\2+~-~+>\3|us|2)

xr = , UL, U,y o o .y Ug, ,
2 2

onde (uy,us,...,us) € R™ X R™ x -+ x R™ = R", |u|? = u; - w0 = 1,...,8.

Considerando a imersao de Laguerre 7 : U Rg“ — UR"™"!, definida em Li e Wang [6]],
obtemos a hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre associada 2’ : R® — R"*!, dada
por

L-g_ >\z U; 2
ZC/ = (O,Ul, e ,us) + E;Z_;Q‘UHQ ‘+ 1(1, —)\1’&1, e —)\Sus). (14)
i=1 "' 1"
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O resultado a seguir, obtido por Li e Wang [7], fornece uma classificagdao das hiper-
superficies de Dupin em R™! com r curvaturas principais distintas (r > 3) ndo nulas e
curvaturas de Laguerre constantes.

Teorema 2. Seja M" uma hipersuperficie de Dupin em R com r curvaturas principais
distintas (r > 3) e ndo nulas. Entdo, M" é Laguerre equivalente a uma hipersuperficie
isoparamétrica de Laguerre plana em R™"! se, e somente se, as curvaturas de Laguerre

sdo todas constantes.

Um passo importante na demonstragdo do Teorema [2] € a utilizagdo de um resultado,
obtido por Li, Li e Wang em [8], que classifica as hipersuperficies com segunda forma
fundamental de Laguerre paralela em termos das hipersuperficies dadas no Exemplo[Il e
no Exemplo[2l Mais precisamente, o seguinte teorema:

Teorema 3. Seja v : M"™ — R"! uma hipersuperficie orientdvel sem pontos umbilicos
com curvaturas principais que ndo se anulam. Se sua segunda forma fundamental de
Laguerre B é paralela entdo x é Laguerre equivalente a um subconjunto de umas das
seguintes hipersuperficies:

1. A ciclide de Dupin x : S¥ x H"™* — R"*! dada por (L3));

2. A hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre x : R™ — R"*! dada por (I4).

O Teorema [3]é responsével por dizer de fato quem é a classe de hipersuperficies isopara-
métricas de Laguerre planas descrita no Teorema[2]

4 Hipersuperficies de Dupin em R"™! com curvatura de
Laguerre constante

Em um contexto um pouco diferente do até entdo estudado, considerando uma hipersuper-
ficie de Dupin prépria M™ C R""! que admite um sistema de coordenadas principais e n
curvaturas principais distintas e ndo nulas, Cezana e Tenenblat [2] apresentaram uma ca-
racterizacdo para que as curvaturas de Laguerre sejam constantes em termos dos simbolos
de Christoffel, de seus raios de curvatura e de sua primeira forma fundamental.

O principal teorema utilizado na demonstra¢do do resultado de classificagdo, obtido
por Cezana e Tenenblat [2], fornece uma caracterizagdo das hipersuperficies de Dupin
em R"", n > 3, com todas as curvaturas principais distintas e curvaturas de Laguerre
constantes, que admite uma parametrizacdo por linhas de curvatura, em termos de seus
raios de curvatura e de sua primeira forma fundamental.
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Teorema 4. Seja x : U C R® — R com n > 3, uma hipersuperficie de Dupin
prdpria, parametrizada por linhas de curvaturas x(uy,us, ..., Uy,), COM N curvaturas
principais k;, 1 < i < n distintas e ndo nulas e curvaturas de Laguerre constantes.
Entdo, existem fungdes diferencidveis F;(u;), i = 1,...,n com F} # 0 e n constantes ¢,
C+#0,De D, s> 4, quando n > 3 satisfazendo

D,D,eR—{0,1}, D, # . Dy Dy, paras+t, s,t >4,  (15)

(1-D)
~ L . I
tal que, a menos de reordenacdo dos indices, os raios de curvatura r; = T sdo dados
por ’
p | D-1 1
-2 |po (=) - R _C+e
"Tem-1| < D ) 3+;(DS—1) . e
p | D-1 D C
- - F2 _ I F2 73}72 > ~
2T aem-1) | ( D ) 3+;(D3—1)2 | "D (16)
D DD;—Dgs+1
=———— |DF} + F} —— —F”
T3 4C(D—].)2 i+ 2+; (DS—].)Q s
rs = Dgry — (Ds — 1)y,  para s >4,
onde D = L2, D, = L5 e a métrica diagonal dada por
—Fr Fir,
= e g =, 22 (17)
To —T1 Tj — T
Reciprocamente, dadas fungdes diferencidveis Fi(u;), i = 1,...,n, > 3, com F! # 0

e n constantes ¢, C # 0, D e D,, s > 4 satisfazendo ([3), a menos de movimento
rigido, existe uma tinica hipersuperficie de Dupin em R"! com curvaturas de Laguerre
constantes D = L32 D, = L5, parametrizada por linhas de curvatura, cujos raios
de curvatura e a métrica sao dadas por (L6)) e (I7), respectivamente.

Assim, a classificag@o proposta por Cezana e Tenenblat [2]] consiste em uma verifica-
¢do de que a familia de hipersuperficies de Dupin em R"*! descrita em (I)) satisfazem as
condi¢des do Teoremaldl Mais precisamente, Cezana e Tenenblat [2]] obtiveram o seguinte
resultado:

Teorema 5. Qualquer hipersuperficie de Dupin prépria de R™, com n curvaturas prin-
cipais distintas e ndo nulas, que tem sistema de coordenadas principais e curvaturas de
Laguerre constantes, é dada por (1)), a menos de movimento rigido e a menos de mudanga

de cada varidvel independente separadamente.
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i) As constantes associadas a esta hipersuperficie sdo entdo (n — 2) curvaturas de La-

guerre
by — b3)by (bs — b2)by
D:£132:(173,DS:£821:7,s:4...n, 18
(bg — bg)bl (bl - bQ)bs ( )
e duas constantes
cobizb o 1 (19)
= by T 20y
ii) Reciprocamente, sdo dadas n constantes ¢, C # 0, D e D,, s > 4 satisfazendo
D,Ds, e R—{0,1}, D, # W, Dy # Dy, paras #t, s,t > 4,
seja X (0) = (0,...,0,7) € R"" tal que
C [(D-1)Ds+1]C
C — 2
(v+¢) ¢ (0.C. ., 5 (20)
Seja
b = ! by = D
(vt e+C) T 2D(y+0o) —C] o
1 b D
by = o, .\ = .
T 2(y+¢) 2{D(y+ &) — C[Dy(D — 1) + 1]}

Entdo, a familia a 2 pardmetros da hipersuperficie definida por (I) tem curvaturas de
Laguerre constantes D e D.

5 Conclusao

Usando técnicas distintas, os autores Li e Wang [[7]] e Cezana e Tenenblat [2] encontraram
exemplos de hipersuperficies de Dupin em R""! com curvaturas de Laguerre constantes.
Li e Wang [7], em 2015, mostraram (Teorema [2) que uma hipersuperficie de Dupin, com
7 curvaturas principais distintas (r > 3) e ndo nulas, e curvaturas de Laguerre constantes
¢ Laguerre equivalente a isoparamétrica de Laguerre plana dada por (14)) no Exemplo

Em 2017, Cezana e Tenenblat [2]] mostraram um resultado mais geral (Teorema [3))
que afirma que qualquer hipersuperficie de Dupin em R"*! com n curvaturas principais
distintas e ndo nulas, que admite um sistema de coordenadas principal, com curvaturas de
Laguerre constantes é dada pela hipersuperficie (Il). Observamos que a classe de hiper-
superficies descrita em (14)), no Exemplo[2] é um caso particular da familia dada em ()
quando vy = 0.
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