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Uma proposta de modelagem matematica aplicada
a prevencdo de possiveis surtos de célera

A mathematical modeling proposal applied to the preventigmossible
cholera outbreaks

Maria de Fatima da Silva Lefte
Bertrand Luiz Corréa Lina

Resuma Este artigo pretende apresentar uma modelagem materoditica intuito de ca-
racterizar e determinar possiveis prevengdes de surtagatadsto €, determinar os fatores
causadores desta doenca e buscar resultados que mostneas fite controle e irradiacdo
das mesmas. Desenvolvido no ambito do curso de Licenciatar®atematica da Facul-
dade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade de Coimbraesara com o Instituto de
Ciéncias Exatas e Naturais do Pontal, o objetivo princigatel trabalho é expor um mo-
delo matematico deterministico de colera que foi deseimipor Codeco (2001) e Fakai,
Ibrahim e Danbaba (2013). Inicialmente, realizou-se umdesacerca dos modelos Sus-
cetiveis - Infectados - Suscetiveis (SIS) com o propésitoamepreender e delinear como
se dava a representacdo de um modelo matematico para pséxencdes de surtos de
cOlera. Vale destacar que neste modelo dentre os resulédchrs;ados, destacam-se 0s
relacionados com o nimero basico de reprodu¢&n e o numero critico ou limiafsS. ),

0s quais sao usados para prever e estimar a ocorréncia dalswblera. Quand&, < 1,

o estado de equilibrio livre de doenca é assintoticamemdeedsisto €, os casos reduzirdo
e desaparecerdo. S > 1 a estabilidade do equilibrio livre de doenca é instaved, ésto
surto de colera ocorrerd na comunidade de interesse. Jdag@aeaqS.) se 0 numero de
suscetiveis na populagdo é maior que o numero crified, um surto de cdlera ocorrera.

Palavras-chave Modelos SIS, analise qualitativa de sistema nao-lineadsra, nimero
basico de reproducdo, modelos deterministicos.
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Abstract. This article intends to present a mathematical modelingrder to characterize
and determine possible prevention of cholera outbreaks,ghto determine the causative
factors of this disease and to search for results that show wfecontrolling and irradiating
them in Mathematics at the Faculty of Science and Technadbthye University of Coimbra
in partnership with the Pontal Institute of Exact and Ndt&@ences, the main objective of
this paper is to expose a deterministic mathematical modethalera that was developed
by Codeco (2001) and Fakai, Ibrahim and Danbaba (2013)allgjta study was conducted
on Susceptible - Infected - Susceptible (SIS) models inram&nderstand and delineate
how to represent a mathematical model for possible premerdf cholera outbreaks. It
is noteworthy that in this model among the results achiewedhighlight those related to
the basic reproduction numbéR,) and the critical number or thresho(d.), which are
used to predict and estimate the occurrence of the choldbmeak. WhenR, < 1, the
disease-free steady state is asymptotically stable,ghaases will shrink and disappear. If
Ry > 1 the stability of the disease-free balance is unstablejshtite cholera outbreak will
occur in the community of interest. As fo6..), if the number of susceptible people in the
population is greater than the critical numisk:), a cholera outbreak will occur.

Keywords. SIS models; qualitative analysis of nonlinear systemelerh, basic reproduc-
tion number, deterministic models.

1 Introducao

Neste artigo, utilizaremos a modelacdo matematica paextesizar e determinar pos-
siveis prevencdes de surtos de colera no mundo, a qual édeapska bactéridibrio
cholerae(vibrido colérico), isto é, determinar os fatores causesl@r buscar resultados
gue mostrem formas de controle e irradiacdo das mesmas.

O interesse por esta tematica se deu pelo recente desastral oaorrido em Mo-
cambique, o Ciclone Idai. Além de matar mais de 700 pessaidpne revelou diversos
outros impactos, dentre eles, os relacionados a contaéurdas aguas e dos alimentos
fornecidos a populagdo mogambicana.

O objetivo principal deste trabalho € apresentar um modatematico deterministico
de cdlera que foi desenvolvido por Codeco (2001) e Fakaihibr e Danbaba (2013).

Estes estudos relacionados a célera e a tentativa de apflossao de extrema im-
portancia para a sociedade de um modo geral devido a diviatsoss, sendo eles: (a) os
modelos matematicos fornecem ferramentas quantitatigatemcialmente valiosas para
auxiliar na melhoria de formas de controle de diversas ep@e (b) se ndo controlada, a
colera é uma das mais rapidas doencas fatais conhecidadss enfmelagem matematica
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sendo a principal base da teoria epidemioldgica, é cruaral gplicar estudos a dinamica
da colera, ja que estes estudos podem ser utilizados paex preerigo de epidemia e
tentar travar o seu avanco.

Foi inicialmente realizado um estudo acerca dos modelo§&iSetiveis - Infectados
- Suscetiveis), cuja caracteristica principal é que nesiefo os individuos infetados
recuperam mas nao adquirem imunidade e, portanto, voltdassecdos suscetiveis. O
modelo da cllera é uma representacao mais complexa do n®i&lo

2 Colera: causas, sintomas, transmissao e tratamento

De acordo com o website do Ministério da Saude brasileird&pG colera € uma doenga
bacteriana infecciosa intestinal aguda transmitida patasninacao fecal-oral direta ou
pela ingestdo de agua ou alimentos contaminados. Freqguemie a infeccdo causa
diarreia leve, porém pode também se apresentar de forme, gram diarreia aquosa e
profusa, com ou sem vomitos, dor abdominal e céibras.

O agente causador da doencga\dlwrio cholerag(vibrido colérico), o qual coloniza o
intestino humano multiplicando-se rapidamente e prodiczirma enteroxina que causa
a diarreia. Essa alteracao faz com que o corpo evacue grgndesdades de agua, por
meio de diarreia aquosa, 0 que provoca desidratacao e perliaidbs e sais minerais
importantes para o corpo.

Em sua manifestacdo extrema, a coOlera € uma das doencasapidemmente fatais
conhecidas, isto €, se ndo controlada tende a espalhaglsesglamente, podendo causar
aos infectados morte em poucas horas ou dias.

O numero de casos de colera declarados no mundo tem aumsigaificativamente,
como ilustra a Figura 1 dimtergovernmental Panel on Climate Change
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Figura 1: Numero de casos de coélera declarados no mundo
Fonte: IPCC, 2007
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A ocorréncia da célera é diretamente relacionada com asg@@wlinadequadas de
saneamento e a sua prevencao se baseia na adocédo de medidasrdepessoal e no
consumo seguro de agua e alimentos.

O tratamento eficiente da coélera se fundamenta na rapidatagdo dos pacientes,
por meio da administracdo oral de liquidos e solucéo de samidratacao oral ou fluidos
endovenosos, dependendo da gravidade do caso. Vale aatjaatexistem vacinas para a
cOlera, mas a vacinacao € indicada apenas para populac@esmdeom célera endémica,
populacdes em situacdo de crise humanitaria com alto res@oqdlera ou durante surtos
de colera.

2.1 Epidemia de célera em Mogambique

De acordo com o website do jornal da Globo(2019) e o governgambicano, 0 pais
esta entre os dez paises com menor indice de Desenvolvirdemano (IDH) e entre

os dez paises com maior desigualdade de renda entre os segmepulacionais mais
ricos e 0s mais pobres num mesmo pais. Por ser um pais conulaksabilidade social,

apos o Ciclone Idai Mogcambique vem sofrendo com diversosadgs, dentre eles a
possibilidade de surtos de célera.

Transmitida por alimentos e agua contaminados, a céleraidonuma grande pre-
ocupacao para os sobreviventes de ciclones que agora vivescampamentos lotados,
escolas, igrejas e qualquer terra exposta pelas aguasiaimiiadas.

Apos o Ciclone Idai (margo/2019), o governo de Mogcambiqudicoou no més de
abril do mesmo ano, o registro de 271 casos de coélera espalipatb pais. Dos 271
casos registrados, 139 foram confirmados em apenas 24 i@rdsmo balanco oficial
feito em meados de abril/2019 pelo diretor nacional de saédlocambique, aponta
para um total de 1.052 pessoas infetadas e um morto.

Os principais sintomas apresentados pelas vitimas foradesidratacao e diarreia,
devido a contaminagdo das aguas e dos alimentos por fezegtenham a bactéria
causadora da doenca.

O Idai chegou a Mogambiqueld de mar¢o com ventos de mais d@km /h e fortes
chuvas. A tempestade danificou casas, provocou inundagi@Estreiu a cidade de Beira,
além de causar estragos em Zimbabue e no Malaui.

Diante do cenario exposto e de tantos outros encontradosindansurge a necessi-
dade de estudos capazes de prever as chances de surto®dagta d
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3 Modelo SIS:

Os modelos SIS sdo adequados a doencas transmitidas pérdsaet virus, nas quais
a recuperacao nao protege contra reinfeccado da doencaerxds/ersas doencas que
séo caracterizadas pelo modelo SIS, tais como: malariangitx HIV, Sifilis, colera e
gonorreia, dentre outras.

Este modelo divide a populagdo em duas classes: (a) dogisesc¢odos 0s in-
dividuos que podem contrair a infecao); (b) dos infectadudi(iduos suscetiveis que
foram infectados, capazes de transmitir a doenca para dgopdpususcetivel). Como
neste modelo os individuos ndo adquirem imunidade vigghailtam novamente a classe
dos suscetiveis, como ilustra a Figura 2.

pSI M
Ss|———>|(| |——— | §

Figura 2: Diagrama comportamental do modelo SIS
Fonte: Acervo pessoal dos autores

3.1 Apresentacao do modelo

O modelo SIS padréo é dado pelo seguinte sistema de equafgresdais ordinarias
nao-lineares:

(1)
AL — 8IS — pl

ondef é o coeficiente de transmissdo que determina a taxa a qua mbsedes surgem
e/ é ataxa a qual os individuos infectados retornam a classe

{g—; = —BIS + pul

4 Modelo Matematico Epidemiologico para cOlera

Baseado nos modelos de Codeco (2001) e de Fakai, Ibrahimm@aBa(2013) a dinamica
da doenca € dada pelo seguinte sistema de equacdes dée&enci

45 — np — ah(B)S — nS

T
4L = ah(B)S — (y+7+n)] 2)
45 — el — (u—1+w)B
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onde,

as A . ~

T descreve a din@mica da classe dos suscetiveis na populagéo.

dl A L : ~
o descreve a dinamica da classe dos individuos infectadosmaggao.

d A , : , .
T descreve a dinamica débrio Choleraeno ambiente por meio de alimentos e/ou
aguas contaminados e consumidas.

Parametros

p(t) = populagédo total no tempo t, istoe= p(t) = S(t) + I(¢).

np = taxa de entrada (por meio de nascimento ou imigra¢ao) narudaue.

nS = taxa de morte natural na classe dos suscetiveis.

«a = taxa de exposicaper capitaa alimentos ou agua contaminadas.

B = a concentracdo de bactérias Vibrio Cholerae toxigéniceslienentos e agua.

h(B) = KLiB = possibilidade de qualquer um gque esteja exposto a alimentmguas
contaminadas apanhar célera.

K = concentracdo de bactérisiorio Choleraeem alimentos e agua necessaria para se
ter 50% de chance de ficar contaminado pela doencga.

ah(B) = taxa de infeccaper capitados individuos suscetiveis através do consumo de
agua e alimentos contaminados.

~1 = taxa a qual os individuos infectados morrem da doenga deacole
71 = taxa a qual os individuos infectados recuperam da doengaleiac
nl = taxa de morte natural na classe dos infectados.
¢ = contribuicaqper capitados infectados para proliferacéo dirio Cholerae
1B = taxa de crescimento de bacténébrio Choleraeno ambiente aquatico e alimenti-
cio.
1B = taxa de mortalidade natural de bactéNgsrio Cholerae
wB = taxa de reducdo de bactérigbrio Choleraecomo resultado de saneamento e
medidas higiénicas tomadas pelos individuos.
Substituinddi(B) porh(B) = KLiB em todas as equacgdes do sistema (2), obtemos o
sistema descrito como:

48 = np — (25) S —nS

daT K+B
F=(#E)S—(v+T+n)l (3)
4B —e] — (u—1+w)B
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np nl 7
nS \If ah(B) ’1\ ¢'
€«|s|[—=> |1 | —>|S

Figura 3: Diagrama comportamental do modelo (2)
Fonte: Acervo pessoal dos autores

4.1 Ponto de Equilibrio

E chamado de ponto de equilibrio (ou ponto critico) os pogi@scorrespondem as solu-
cOes constantes. Observar esses pontos nos permite estataportamento de solucdes
proximas a eles. Em particular, podemos verificar se as @edugroximas ao ponto cri-
tico se mantém préximas a ele, ou seja, se a solucao de emquilibstavel. Por definigcéo,
os pontos de equilibrio séo obtidos quando nossas taxasideamsao iguais a zero:

ﬁzo dlzo dR_O

dT ' dT vdr T

Vamos calcular o ponto de equilibrio quando ndo ha bact¥tas choleraena po-
pulacdo,B, = 0, como consequéncia, ninguém esta infectado com cdlgra, 0 e a
populacdo permanece suscetivel, portafte- p.

Sendo assim, apos os devidos céalculos, encontramos o pantoenario sem doenca
P, = (p,0,0), ou seja, € uma solucéo constante desse sistema.

4.2 Nocoes de Estabilidade

Podemos escrever (2) na forma matricial

S np — ah(B)S —nS
I | =|ah(B)S—(+1+n)I (4)
el —(p—1+w)B

d

Y =F(Y —

Y) & -

Definigcdo 1. Uma solugédoY = Y;(t¢) do sistema4) diz-seestavelse dado qualquer
e > 0, existed > 0 < d(e) > 0tal que|| Y2(0) — Y1(0) ||< d = || Ya(t) — Yi(2) ||< e,
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para toda solu¢dd” = Y;(t) do sistema e para todo> 0.

Se P, for um ponto de equilibrio estavél, isso significa que todacgm que comeca
préoxima deste ponto permanece proxima a ele.

Definicdo 2. Uma solugdoY = Y;(t) do sistema4) diz-seassintoticamente estavel
se for estavel e, além disso, existe> 0, tal que|| Y2(0) — Y1(0) [|< & = tlim [

—00
Y(t) — Ya(t) ||=o.

Se P, for um ponto de equilibrio assintoticamente estavel, isgoifica que uma
solucdo que comeca proxima deste ponto, ndo somente pexnarixima a ele, como
também tende a ele quante> oco.

Definicdo 3. Uma solu¢cdd” = Y7 () do sistemd4) diz-seinstavelse nao for estavel.

Se R, for um ponto de equilibrio instave, isso significa que ao rsemoa solugao que
comeca proxima deste ponto se afasta do mesmo.
Além disso,

Teorema 1. Sejac(A) o conjunto dos valores proprios de uma matriz A invertivetie
sdo validas as seguintes afirmacdes sobre o sistema linear:

(i) o(A) C C se e sO se o sistema é assintoticamente estavel.
(i) Sec(A) N Ct # (), entdo o sistema é instavel.
(i) Sec(A) NiR # D eoc(A) ¢ C UIR, entdo o sistema é estavel sg(\) =
my(A) para todo ol € o(A) NiR e € instavel sen,(\) # my(\) para algum

A€ a(A)NiR.

Teorema 2. Sejamf (z, vy, 2), g(z,y, ) e h(z, y, z) continuamente diferenciaveis em uma
regido R do espagayz, e suponha que o ponte,, ., 2o) emR € um ponto de equilibrio
isolado do sistema

d_:; = f(iL’,y,Z)
_:z = g(l‘,y,Z) (5)
a = h(SL’,y,Z)

Suponha que o sistema linear associado na vizinhangade,, z,),
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dx
— = fu(®0,Y0,2%0)2 + fy(anyOyZO)y + f2(20,Y0,20)%

&y

-V = gm(lto,yoazo)l’ + gy(ﬂfo,yoazo)y + gZ(‘:COuyOuzO)Z (6)

t
% = h.(%0,90,20)7 + hy(%0,Y0,20)y + h=(20,90,20)2
seja ndo degenerado:
Entéo, em(zo, yo, 20) :

(i) Estabilidade assintotica para o sistema linear no po(tig0, 0) implica estabili-
dade assintética para o sistema dado em, ., 2o)-

(i) A instabilidade para o sistema linear no port® 0, 0) implica instabilidade para
o0 sistema dado erfwy, y,, 20). Em particular, se(0,0,0) é um ponto de sela para o
sistema linear, € um ponto de sela para o sistema dado.

(iii) Se (0,0,0) é um centro estavel para o sistema linear, ent&g y,, zo) pode ser
uma espiral instavel, uma espiral assintoticamente e§taudalvez apenas estavel para
o0 sistema néao linear.

4.3 Matriz jacobiana e anélise de Estabilidade

A estabilidade pode ser determinada através do estudorhs gia parte reais dos va-
lores proprios do polindmio caracteristico dado pgA) = det(A — Ald;) onde A é a
matriz Jacobiana calculada no ponto de equilibridea matriz identidade.

-n- KafB 0 _KOfB + (1?55)2
J = I?EB —(y+7+n) KQ+SB - (1?55)2 )
0 € —(p— 1+ w)
aal of of of
[ g g

[ O R

55 (Fo) 57 (F)  a(Fo)
logo,

(J(Po) — Alds) = (A — M d3) =

—n— A 0 —<E

K
_ 0 —(y+T74+n) =\ op . (M
0 € —(p—tr+w)—A
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Para melhorar o entendimento do leitor quanto aos valoégsips da matriz anterior,
considere-se:

n=n
_ @

r=

S=y4+T+n (8)
f=¢€

J=p—t+w

Utilizando o Teorema de Laplace, obtemos a seguinte equagacteristica:

det(A—XNd3) =0< (—n—=A)[(=s = A)(=j — ) — fr] =0
SA=-nVsj+sA+ A+ — fr=0
SA=-nVAN+ANs+j)+(sj—fr)=0

SA=-nVi= _(S+j)i\/(5+j)2—4(sj—fr).

2
Dai, obtemos trés valores préprios:
Al =-—n<0,
Ny = ) Vs +5) — Alsj = fr)
2 )
Ny = 2D = V5 +0)? — 4lsj — fr)
5 .

Observe-se qug, e \; séo reais. Ja que,

(s+5) —4(sj— fr)=j>+8> —2sj+4fr=(j —s)> +4fr > 0.

Assim, concluimos qu#; é negativo.
Para)\, ser negativo, para que o equilibrio livre da doenca sejatassiamente esta-

vel, de modo que a doenca desapareca com o tempo entad@nadi¢8) obtém-se que

—(s+4) + V(s +5)2 —4(sj — fr)

Ay = 5 <0
& —4js+4fr<0& j5s> fr
<:>£<1<:> «ap < 1.

js E(v+174+n+p—1+w)
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eap

E(y 47+ 1) (F =1+ w)
de estabilidade do ponto de equilibrio e € chamada de nuneerepdoducao basica do

modelo.

R, foi definido por Fraser et d2011) como o namero de infec¢gdes secundarias gera-
das por uma infeccdo primaria na populacdo suscetivel e gdemm assim, a transmis-
sibilidade intrinseca de um agente infeccioso. Para unteepa se expandir no inicio
do estagio de disseminacdo, mais de um caso secundario teseqggerado pelo caso
primério e, portanto, precisamos do teoreina

A constanteR, = tem um papel fundamental na anélise

Teorema 3. O estado de equilibrio livre de doenca deste modelo é (losate) assinto-
ticamente estavel sRo < 1 e instavel sdo > 1.

A partir do teorema 3, das definicdes e teoremas referenttaldilelade, estabilidade
assintética e instabilidade, observamos que:

() seR, < 1, todos os valores préprios serao negativos, ou seja, o pergquilibrio
€ assintoticamente estavel e existe um estado de equs#dmaloenca e a infeccédo
nao ir4 se espalhar;

(b) seR, > 1, havera um valor proprio positivo, logo, de acordo com odew, 0
ponto de equilibrio € instavel, e nesta situagéo é posdiuelea que havera disse-
minacao da doenca.

O numero critico ou limiar, denotado p8r deste modelo € dado por

p _k(y+7r+n)(+p—rtw)
S, = — = )
Ry eQ

Esses valoreR, e S. sdo usados para prever e estimar o surto de célera da sefguinée
se 0 numero de suscetiveis na populacdo € maior que o nunit&o ¢, um surto de
coélera ocorrera.

5 Resultados alcancados

Por meio da pesquisa foi possivel aprender (a) o que é c@@reomo é transmitida; (c)
como pode ser evitada, (d) seus sintomas e (e) um modelo @@terpara controle de
surtos de coélera. Além disso, percebemos que a taxa doroegsc deVibrio cholerae
no ambiente aumenta se 0 saneamento e medidas higiénidasiidem. Sendo assim,
€ de extrema importancia manter o saneamento, o tratamerégua e cuidados com a
higiene pessoal e com alimentos com o objetivo de preverdilesia

Brazilian Electronic Journal of Mathematics, ItuiutabaGMW. 1, n. 1, p. 105-117 115



A
@
v

LEITE, M. F. S.; LIMA,B. L. C.

Em relagcdo ao modelo epidemiologico, inferimos que se o nulighe suscetiveis na
populacao for menor que o numero critifg o niamero de casos de célera diminuira e
retornara a zero. Quandey < 1, a estabilidade do estado de equilibrio livre de doenca é
estavel, isto €, os casos reduzirdo e desaparecerdt,. Sd a estabilidade do equilibrio
livre de doenca € instavel, isto &, o surto de colera oconar@omunidade de interesse.
SeR, = 1, o caso € indeterminado. Vale salientar que o surto de cptefa ocorrer em
uma regido onde nunca antes ocorreu, a chance de isso aanteaior quand®, > 1.

Referéncias

[1] CODECO, T. C.Endemic and epidemic dynamics of cholera: the role of the
aquatic reservoir. BMC Infect Dis 1,1. 2001. doi:10.1186/1471-2334-1-1 Dispo
nivel em: < https://bmcinfectdis.biomedcentral.com/articles11®6/1471-2334-1-
1#citeas>. Acesso em:01/05/2019.

[2] FAKAI, S. A.; IBRAHIM, M. O.; DANBABA, A. Deterministic Mathe-
matical Model Of Cholera, Predicting Chances Of Its Outbre&k. Inter-
national Journal of Scientific Technology Research. Vol.2013. Disponivel
em: <http://www.ijstr.org/final-print/apr2013/DeterministMathematical-Model-
Of-Cholera-Predicting-Chances-Of-1ts-Outbreak>pdAcesso em:26/05/2019.

[3] FRASER, C.; RILEY, S.; ADERSON, R. M.; FERGUSON, N. Wactors that
make an Infectious Disease Outbreak ControllableProceedings of the National
Academy of Sciences of the USA. 2004.

[4] GLOBO, Jornal daMogambique confirma novos casos de colera apos passagem
do ciclone Idai. Disponivel em:<https://gl.globo.com/mundo/noticia Acesso
em 30/03/2019.

[5] <mocambique-confirma-novos- casos-de-colera-apos-gassede-
ciclone.ghtmi>. Acesso em: 01/05/2019.

[6] LEITE,M. F. S.; PETRONILHO,J. C. \otas de Equacdes Diferenciais e Mode-
lacdo Departamento de Matemética da Universidade de CoimbraWE&g. 2019.

[7] MINISTERIO DA SAUDE. Célera: causas, sintomas, transmissao, tratamento e
diagnostico. Disponivel em:khttp://portalms.saude.gov.br/saude-de-a-z/cplera
2018. Acesso em: 01/05/2019.

Brazilian Electronic Journal of Mathematics, ItuiutabaGMW. 1, n. 1, p. 105-117 116



A
@
v

Modelagem Matematica e a prevencgéo de surtos de coélera

[8] PARRY, M. L.; CANZIANI, O. F.; PALUTIKOF, J. P.;Climate Change 2007:
Impacts, Adaptation and Vulnerability. Contribution of Working Group 11 to
the Fourth Assessment Report of the Intergovernmentall Pen€limate Change
(IPCC). Cambridge University Press. Cambridge, UK. 200Tspbnivel em:
< https://www.ipcc.ch/report/ard/wg2f. Acesso em: 03/06/2019.

Submetido em ago. 2019
Aceito em dez. 2019

Brazilian Electronic Journal of Mathematics, ItuiutabaGM. 1, n. 1, p. 105-117 117



