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Uso da combinacéo linear de solucdes fisicas no
estudo da natureza do ponto estacionario da acao

The use of the linear combination of physical solutions mgtudy of the
nature of the stationary point of action

Fabio Pascoal dos Reis
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Elisangela Aparecida Y. Castfo

Resuma O principio de Hamilton afirma que, dentre todas as curvie elois extremos
fixos, 0 caminho que é realmente seguido por um sistema 8si@aquele que atribui um
valor estacionario (pontos minimos, maximos ou de selafa @gma integral no tempo
da diferenca entre a energia cinética e a energia potetmmagda entre o tempo inicial e
o tempo final em que sistema funciona). E comum usar uma fen@mmatematica cha-
mada Calculo de Variacional para estudar o principio de kamiO Calculo Variacional
lida com funcionais (funcdes das funcdes) e é uma versdogeeds e mais complexa do
calculo usual que aprendemos na graduacdo. Neste artiggeapamos uma abordagem
alternativa e mais simples ao estudo do principio de Hamil&studamos a natureza do
movimento estacionario da acéo de trés sistemas fisicodcya livre, lancamento ver-
tical e oscilador harmbnico, usando como movimento virttrah combinacéo linear da
solucdo fisica desses trés sistemas. Encontramos ead@eiue a solucao fisica do pro-
blema de particulas livres leva a um minimo em sua acao. Osiase®sultados ocorrem
no problema de langamento vertical. A solucéo fisica dolammi harménico leva a um
ponto minimo ou de sela em sua agdo, a depender do intervédonge de funcionamento
do sistema.
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Uso da combinacdo linear no estudo da natureza do pontécesido da agdo

Palavras-chave Mecanica classica, acao, principio de Hamilton, célcutwional.

Abstract. Hamilton’s principle states that among all curves betwsem end points, the
path actually followed by a physical system will always be tme that gives an stationary
value (minimum, maximum or a saddle points) to the Hamikamction (an integral over
time of the difference between the kinetic and the potestigrgy, taken between the initial
time and the final time of the development of the system). dbimmon to use a mathema-
tical tool called Calculus of Variations to study the Hawmils principle. The Calculus of
Variations deals with functionals (functions of functiprad is a more general and more
complex version of the usual calculus that we learn in usitgrin this paper we present an
alternative, and simpler, approach to the study of the Hamid principle. We study the na-
ture of the action’s stationary space-time trajectory oééhphysical systems: free-particle,
vertical launch and harmonic oscillator, using as virtuakion a linear combination of the
physical solution of this three systems. We find evidencasttie physical solution of the
free-particle problem leads to a minimum on its action. Taee results occours on the
vertical launch problem. The physical solution of the hamio@scillator leads to a mini-
mum or a saddle point on its action deppending on the timevatef the development of
the system.

Keywords. Classical mechanics, action, Hamilton’s principle, fimal calculus.
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1 Introducao

Considere uma particula cujo movimento unidimensiondl éedescrito pela funcao
q- (t). O principio de Hamilton estabelece que(t) (durante o intervalo de tempo
t; <t < ty) e tal que a grandeza fisica chamada acéo, definida pel@haici

Skl = [ dt£la.ist). )

apresenta um valor estacionario, se comparado a todagedSries virtuais com as mes-
mas configurag@es iniciais e finais. Em (L), ¢;t) € a lagrangeana do sistema que é
definida como .

mqg?

L(a,4:t) = —~—V(a), (2)

ondeV (q) é a energia potencial do sistema.
Analogamente ao célculo diferencial, a derivada funcided é definida como

Slg+en] —Slql

D,S [q] =

onde a funcéo desvip € uma funcéo arbitraria com(t;) = n(t;) = 0 ee € uma cons-
tante infinitesimal e adimensional. A funcdo que gera o vestacionério € obtida ao
procurar qual funcag, leva a uma derivada funcional denula. Seguindo esse procedi-
mento, chega-se a equacédo de Euler-Lagrange (veja por xgihe [2])

d oLy or
dt \9¢,) 0q.

Vale destacar que este resultado independe da fungéo desvio

Embora também seja conhecido como principio de minima @;agdo apresentara
um minimo, um maximo ou um “ponto”de sela, quando avaliad&ajatoria que sera
percorrida pela particula. Analogamente ao que ocorre loalo&iferencial, essa classi-
ficacdo dependeria do sinal das derivadas segundas dorfah§io

No artigoWhen action is not leaspublicado em 2007, C.G. Gray e E.F. Taylor apre-
sentam uma discusséo detalhada sobre o sinal da derivadadsedp acéo [3]. Nele, os
autores estudam o caso em que a energia cinética é quad@tiedocidade e a energia
potencial depende da posicéo e do tempo. Fica claro negje gtte, em certos casos,
para determinar o sinal da derivada segunda, é necesspeicifear a forma da funcéo
desvion e extrapolar o resultado para uma funcao desvio arbitraria.

Em A derivada funcional de segunda ordem da acéo: investiganadomalidade,
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maximalidade e “ponto”selapublicado em 2012, W.H.C. Freire generaliza o resultado
de C.G. Gray e E.F. Taylor, levando em consideracdo um patetependente da posicao,
do tempo e da velocidade [4].

Em Condition for minimal harmonic oscillator actiopublicado em 2017, M. Mori-
coni estuda especificamente a acédo do oscilador harmonidddste trabalho, utiliza-se
uma fungéo desvio da formg(t) = w (t)sin (7t/ (t; — t;)) para calcular uma expresséo
paraS. A expressao final para a acao corresponde a soma de duakgarsea rela-
cionada apenas ao movimento real e outra relacionada aperdesvio. Depois disso,
analisa-se a parcela da acéo gerada exclusivamente pelo dasa mostrar que para um
intervalo de tempo; — ¢; suficientemente curt@, minimizaS. Por outro lado, quando
o intervalo de tempo; — ¢, € suficientemente longg, € um “ponto”de sela d§. Essa
condicao foi, também, obtida nos dois artigos citados emteente.

Nosso principal objetivo, nesse artigo, € apresentar uroedabem alternativa que
possa contribuir didaticamente para uma melhor compreats®&rincipio de Hamilton.
Nos restringiremos a analisar a acdo usando uma familiziéspede movimentos vir-
tuais: a combinacdo linear de trés movimentos reais comeraxi fixos. Perdemos em
generalidade, mas ganhamos em simplicidade, uma vez gea absrdagem, a acao
passa a ser escrita como uma fungdo de duas variaveis, maligen funcional.

2 Movimentos reais e virtuais

O movimento do problema da particula livre é descrito peleg#o

qst
¢ =L, 3)
T

onde usamos as condi¢bes de contafrid) = 0 e ¢, (1) = ¢;. A solugéo do lancamento
vertical pode ser escrita da forma

t
=L+ 2 (4)
Ja a do oscilador harmonico é dada por

0=t ©

As fungdesy;, ¢2 € g3 podem ser obtidas usando, respectivamérite; 0, V' = mgq e
V = mw?¢*/2 na lagrangeana (2) e resolvendo a equacéo diferencial dedzgrau
resultante da equacgéo de Euler-Lagrange.
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Em nossos estudos, utilizaremos a familia de solu¢cdesisrtiadas por

o= (1—a—78)q+ Be+ ags. (6)

Como as fungdes;, ¢; € g3 assumem 0s mesmos valores nos extremos, a combinagao
linear descrita acima também tera esses mesmos valorestneses. Além dissog,
representa as solugdes do problema da particula livre quard 0 e 5 = 0, do langa-
mento vertical quanda = 0 e § = 1 e do oscilador harménico quando= 1 e = 0.

Vale ressaltar que;, ¢; € g3 hdo formam uma base completa e, portanto, por mais que
variemos 0s parametrese 5 emg,, hdo é possivel varrer todos os movimentos virtuais
possiveis com esses mesmos extremos fixos.

-0,5

,1_
—0=0,p=0 a=0,p=1
a=1,p=0——"0=02,p=0,5

Figura 1: Gréfico dey,/q; em funcdo de /7. Neste gréfico, usamag?/q; = 1 e
wT = 8.

3 Acao do problema da particula livre

UsandoV = 0 e (6) em (2) e (1), obtemos a acdo do problema da particuéadixaliada
emgq,:

Si(,8) = (1—a—B)° T+ BT+ a*Ts
+2(1—a—=p)pT2+2(1 —a—B)aTs

+20{ﬁ753, (7)
onde definimos .
m ..
Tij = 5/ ¢iq; dt. (8)
0

Fixando uma das velocidades como sendo a da particuladivees uma constante,
pode ser retirada de dentro da integral (8), restando sengcento integrandg,. A inte-

Brazilian Electronic Journal of Mathematics, ItuiutabaGM. 1, n. 1, p. 118-130 122



A
@
v

Uso da combinacdo linear no estudo da natureza do pontécesido da agdo

gral deg; avaliada ent = 0 et = 7, para qualquer valor desera) e ¢, respectivamente.
Desta forma,
ma;

Tii= o ©)

Usando a relacdo (9) podemos reescrever a acdo (7) como
Si(a,8) = Tiu+a*(Tas— Ti) + B° (Taz — Tia)

+208 (Tas — Ti) - (10)

As outras componentes dg; também pode ser calculadas sem muita dificuldade,
utilizando integracao direta, integracao por partes etguigsio trigonométrica. Listamos
0s resultados a seguir:

e mg's

Tr = St
. - mq; _ mgqsT mgqy  mgqycos (wT)
2 27 4 2w sin (wT) 2w sin (wT)
mq;w cos (wr) mq;wT
T3 4 8in (wT) 4sin? (wr)’ b
40 [ ” | 1
S
FOR
ORI LR
7o ” l ‘
I I
101 l l \ / \
i —— / \_—
o 2 4 6 8§ 10

Figura 2: Gréfico de&;/7;; em fungdo devr. Usamogj72/q; = 1 e 0s mesmos padrdes
da Fig. 1.

Na Figura 2, apresentamos o grafico normalizado da acdo egaduto tempo para
diferentes combinacdes de valoresade 5. Como podemos ver, das combinacdes ilus-
tradas, a acdo da particula livre avaliada em seu movimeatdar = 5 = 0) € a que
apresenta o menor valor para todos instantes de tempo. Ustoiédicio de que o mo-
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vimento real da particula livre minimiza a acdo. Agora, peas$10s en; como uma
funcdo de duas variaveis e, em seguida, discutiremos coommear seus pontos estaci-
onarios e classifica-los.

O ponto estacionario d& é obtido procurando pelos valoresd@e /3, que tornam nu-
las as derivadas dessa acdo em fungéo desses dois paramesios o valor estacionario
de S, é atingido quandea = 3 = 0.

Para estudar a natureza do ponto estacionario, € necegsaligar as derivadas par-
ciais de segunda ordem avaliadas neste mesmo ponto. Agidicasultados de [6], defi-
nimos as funcodes teste

s,
952’

b _ (PSPS\ (@SN
> 7 \op2oaz ) \oaos)

D, =

Se,
e D >0eD, > 1,0 ponto estacionario € um minimo;
e D, <0eD, > 1,0 ponto estacionario € um maximo;
e Dy < 1, 0 ponto estacionario € um ponto de sela.

No caso da particula livre, ao usarmos (10), obte@s= 2 (722 — 711). Substi-
tuindo (9) e (11), é possivel mostrar que

m927_3

- 0.
! 2

Usando (9), (10) e (11), pode-se mostrar que

(wr)? (w7 sin(wt) cos(wr) + (wT)? — 2sin*(wT))

D2 - ; b)
6 (wT sin(wT) + 2 cos(wT) — 2)

Chama a atencao que, nao depende dg, m eg.

A funcao testeD, tem uma forma mais complexa quig, mas como podemos ver
em Fig. 3, ela é sempre positiva e maior que 1. Esses ressiitaddirmam que, dentre
todos 0s movimentos virtuais abrangidos pela familia (8fowimento real da particula
livre (. = 8 = 0) € um ponto de minimo d&; para quaisqger valores de w e g;.
Em [3] e [4], os autores indicam que a acdo no problema dacphktivre € minimizada
guando avaliada em seu movimento real, portanto, nosshhagsesta de acordo com o
estabelecido na literatura.
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V

15

Figura 3: Gréfico dé, em funcao deur. A linha trago-ponto represenia, = 1.

4 Acao do lancamento vertical

A ac¢do do langamento vertical avaliada gne dada por

Sy(a,p) = Tu—-Vi+ o (T35 — Th1)
+B8% (Tag — Ti1) + 203 (Tas — Th1)
+a (Vi = V3) + (Vi — Vs)

onde .
V= mg/ dt g;. (12)
0

Integrando por partes e usando gwle= —g, € possivel mostrar que

V-V

7—2]_7—11: 2 )

0 gue nos leva a reescrever a agéo como

Sy(a, ) = Too— Vot o (T35 — Ti1)
+(8—1)° (T2 — Tia)
+2a (8 —1) (Taz — Tha) -

Ja calculamog;; na sec¢éo anterior, logo, falta apenas calculgrara termos a expressao
completa deS,. Usando (4) em (12) e realizando uma integracao simplesirais

mgqiT - mgrT?
2 12

Vs, =
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Na Figura 4, apresentamos o grafico normalizado da acéo danteamto vertical em
funcdo do tempo para diferentes combinacgdes de valoresalg. Nas combinagdes
ilustradas, a acéo do lancamento vertical avaliada em seumantoreal & = 0e g = 1)
apresentou o menor valor para todos instantes de tempo.

401 || 1

30+ |I

NEPARL

-10-

Figura 4: Gréfico de&,/7;; em fungdo devr. Usamogj72/q; = 1 e 0s mesmos padrdes
da Fig. 1.

A agadosS, apresenta derivadas parciais em fungaevdes nulas, quander = 0 e
g = 1. Isso implica que, como esperado, a funcdo de movimentadee&dngamento
vertical leva sua acdo a um valor estacionario. As derivadasais de segunda ordem de
S, s@0 as mesmas d&, portanto, assim como no caso da particula livre, dentrestod
movimentos virtuais abrangidos pela familia (6), 0 movitoegal do langamento vertical
(e =0ep =1)éoquelevaao menorvalor da agio Mais uma vez, nossos resultados
estdo de acordo com os graficos apresentados em [3] e [4].

5 Acao do oscilador harmdnico
A acédo do oscilador harménico é dada por

S3(a,B) = (1-—a-— ﬁ)Q (Tin — V1) + 8% (T2 — Va2)
+a® (Tz3 — Va3) +2(1 —a— B) B(Tia — Via)
+2(1 —a = B)a(Tis — Vis) + 203 (Taz — Vas)

onde

mwQ T
Vij == 9 A dt Qin- (13)
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Fazendo a integral por partes @ig, usando qués = —w?¢; e substituindo (5), obtemos

arelacao
wqj cos (W)

Tsj = Vaj = — — (@r) (14)
Usando (9) e (14), podemos reescrever a expressao da agéguitate forma
Si(a,f) = Tas—Vas+ (a—1)" (Vig — Vi)
82 (Taz — Tix + 2V1i2 — Viy — Vi)
+2(a—=1)8 Vig — Vi1). (15)

As componentes d¥;; também podem ser obtidas explicitamente. Resolvendo as
integrais, obtemos

v mqjw?T
11 — )
6
maiwt  mgqrw?r?
Vi = v 9y :
6 48 7
y mq;  mqjw cos (W)
BT 2 2sin(wr)
Vay — mqjw’T N mgqw?t® N mg*w?r®
6 24 240
maiw?t  mqiwcos (WT
Vi3 = ‘q]; — qf. () (16)
4sin® (wT) 4sin (W) .

Da expressao (15), percebemos que a acdo chega em um vatordtio quando
a = 1ef = 0. Maisuma vez, esse resultado esta de acordo com o prin@ piahilton.
No caso do oscilador harménico, a funcgéo testee dada por

Dy =2(Teo — Ti1 +2Vio — Vi1 — Vao).

Usando (9), (11) e (16) na equacao anterior, chegamos nogegesultado

b, mg?7 - Ww2r2 |
12 10

Como podemos ver, a fungéo tedde é positiva parar < +/10/w e negativa para >

V10/w.
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A funcao testeD, é dada por

(Taa — Ti1 + 2Vi2 — Vi1 — Vao) Vis — V1)

Do =
? Via — Vi1 )?

Usando (9), (11) e (16), obtemos

48 wrcos (wr)  (wr)? (wr)?
D2=——|1-"— — 1— :
(w7) sin (wT) 3 10
A funcgéo D, deve ser analisada numericamente. Como podemos ver em,Hily. 5
alterna entre regides onde seu valor € maior e menor que hdQua < 7, D, > 1 e
D; > 1, logo, dentro desse dominio e se comparado a todos os madesnartuaisg,
da familia (6), 0 movimentgs minimizaSs. Parawr > 7, D1 < 1 e —oo < Dy < 00,

logo, o ponto estavel d&; oscila entre ser um ponto de maximo e ponto de sela dentre os
movimentos reprentados por (6).

Figura 5: Gréfico dé, em funcao deur. A linha trago-ponto represenia, = 1.

No caso do oscilador harménico, [3], [4] e [5] indicam queapar< 7/w, 0 Movi-
mento real do oscilador harmdnico minimiza sua agéo, apss parar > 7/w, 0
movimento real gera um “ponto”de sela. Embora a primeirgayjgossamos ter a im-
presséo de que os resultados apresentados nesse artiggigjdmeale acordo com esse
resulytado, devemos lembrar que a familia (6) ndo abramges tos movimentos virtuais
possiveis.

Tomemos como exemplo, 0 movimento virtual dado por

Gex = q3 ll + mSEh(%ﬂ)} ) (a7)
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Nesse caso, a acao é dada por

Ssee = Taz — Vaz + K2Ti1 [(n7)? — (wT)?] . (18)

209

1

10

-104

x i
. I

-20-

Figura 6: Gréfico de&;/7;; em fungdo devr. Usamogj72/q; = 1 e 0s mesmos padrdes
da Fig. 1. A linha pontilhada represerig.../ 71, comk = 0,2 en = 4.

Na Figura 6, apresentamos os graficos normalizadés dé; ., em fungéo do tempo
para diferentes valores dee 5 e comn = 4 ex = 0,2. Como podemos ver, para
0 < wr < m, 83 apresenta 0os menores valores quando avaliadg,em ¢3. Para
T < wt < 10, 83 avaliada emy, = ¢3 apresenta valores intermediarios (ponto de sela),
se comparado aos outros casos ilustrados.

Analisando a equacéo (18), € possivel verificar que, para nr, S; ., € maior que
S; avaliada et = 1 e 5 = 0. Portanto, € sempre possivel encontar um movimento
virtual dentro da familia (17) que gera uma ag¢%Q, maior que a agéo do oscilador
harménico avaliada em seu movimento real. Junto com a ardi®; e D,, ISSO nos
garante que, parar > 7w, 0 movimento real do oscilador harménico gera um “ponto’de
sela em sua acao.

6 Conclusao

Neste artigo, calculamos as ac¢des dos problemas da pattical do lancamento vertical
e do oscilador harménico avaliadas em uma familia espedi@eaovimentos virtuais, a
combinacgéo linear dos movimentos dos trés problemas erdeesisimplificagdo em

nossa abordagem nos permitiu trabalhar com fungdes de dtasais no lugar de fun-
cionais. Isso, por si s0, ja tras uma grande vantagem parenpreensao do principio
de Hamilton por parte de estudantes iniciantes em Mecan&ssiCa, uma vez que, em
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geral, eles ja tem uma boa familiaridade com funcdes de darégs/eis e nenhum famili-
aridade com funcionais. Trabalhar com fun¢bdes de duasvessidambém nos permitiu
tracar graficos das agbes avaliadas em diferentes movimeintoais e, consequente-
mente, identificar e visualizar de forma direta a naturezammtos estacionarios das
acdes em estudo.
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