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Abstract - Mathematical models have become an important tool in geomorphological studies. Although
a great variety of these models has been developed abroad since the 60's just a few of them has been used
here in Brazil. This paper presents a theoretical review of the basic principles of mathematical modelling,
with special emphasis to geomorphology. The main types of models are presented and their relationships
with the world outside computers is discussed. The main applications and limitations for each type of

mathematical model are discussed.
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Introdugao

A modelagem matematica vem se firmando como
importante  ferramenta de andlise tedrica e
experimental nas mais diversas 4dreas do conhecimento.
Na Geografia Fisica, e em especial ao longo da duas
ulumas décadas, seu uso vem sendo difundido de
forma acelerada e atualmente esta ferramenta j4 faz
parte de muitos estudos associados, por exemplo, aos
campos da geomorfologia, hidrologia e pedologia
(Kirkby, 1978; Woldenberg, 1985; Ahnert, 1987b;
Anderson, 1988; Goodchild et. alii., 1993; Hardisty et.
alii., 1993; Beven & Kirkby, 1993; Beven & Moore,
1993; Kirkby, 1994; entre muitos outros).

Na geomorfologia, em particular, cerca de 45%
dos trabalhos publicados em trés das mais importantes
revistas internacionais, entre 1977 e 1985, j4 estavam
relacionados de alguma forma 2a modelagem
matemdtica (Anderson & Sambles, 1988). Estes
autores mostram ainda que, dentro desse universo, os
trabalhos com  modelagem  matemdtica  se
concentravam, principalmente, nos estudos associados
a modelos hidroldgicos e fluviais.

No Brasil, 0 uso da modelagem matemadtica no
estudo dos processos geomorfoldgicos ainda encontra-
se em um estdgio muito incipiente. Os trabalhos de
cardter mais quantitativo t&m se limitado, de modo
geral, a uma abordagem de cunho experimental ou
estatistico, visando a mensuragdo dos processos
superficiais no campo. Embora de extrema
importincia, os experimentos de campo possuem um
cardter pontual no espaco e no tempo. Além disso, eles
sdo geralmente caros, o que dificulta a realizagio de
tais mensurag¢des em muitos pontos da paisagem.

Acredita-se aqui que a modelagem matematica,
quando baseada em processos fisicos, precisa ser vista
pelos profissionais de  geociéncias como uma
importante ferramenta para estudos que visam a

previsdo, por exemplo, de 4reas de risco a
deslizamentos (por ex. Dietrich et. alii., 1993; Brooks
et. alii, 1995), de dreas submetidas a processos de
enchentes (por ex. Beven et alii., 1984) ou de erosao
(por ex. Foster, 1982; Moore et. alii, 1988).

Além disso, os modelos gerados podem ser
usados para testar e desenvolver hipGteses e conceitos
que possibilitem a compreensdo de fendmenos
pretéritos que ndo podem mais ser mensurados nos
dias atuais. Como exemplo pode-se citar o uso de
modelos matemdticos para estimar a taxa de
dissecacdo do relevo em dreas submetidas a
soerguimentos (por ex. Gilchrist et. alii., 1994), a taxa
de deposi¢do em vales preenchidos por sedimentos
recentes (por ex. Wyrwoll, 1988), a influéncia das
mudangas climdticas e/ou tectSnicas na forma atual de
perfis de encostas (por ex. Ahnert, 1988; Fernandes,
1994; Fernandes & Dietrich, in press), a evoluggo de
bacias de drenagem pela dissecagio fluvial (por ex.
Wilgoose et. alii., 1991), entre muitos outros.

H4, portanto, uma grande necessidade de que a
modelagem matemadtica se torne mais difundida nos
diversos campos da Geografia Fisica, e em especial na
Geomorfologia possibilitando, entre outras coisas, uma
melhor extrapolagdo, no espago e no tempo, dos
resultados obtidos nas mensurag¢des de campo.

A Questio da Escala

Com grande frequéncia, diversos profissionais
ligados ao planejamento do uso e ocupagio do solo
necessitam entender os problemas  ambientais sob uma
perspectiva de bacia de drenagem e, a0 mesmo tempo,
solucionar problemas em locais especificos. Muitos
processos  geomorfolégicos sdo  particularmente
importantes aqui, uma vez que a alteragao na produgdo
de sedimentos em certos locais, por exemplo, pode
afetar significativamente a dindmica dos canais fluviais



que integram tais efeitos ao longo de grandes bacias de
drenagem. Problemas tais como os efeitos cumnulativos
em bacias de drenagem florestadas, a erosdo dos solos
nas encostas, o mapeamento de dreas de risco a
deslizamentos em bacias urbanizadas, entre muitos
outros, devem ser abordados sob uma perspectiva de
bacia de drenagem e de locais especificos.

Acredita-se aqui que a melhor estratégia ainda é
compreender o comportamento ao nivel de bacia de
drenagem a partir dos estudos com bases fisicas
realizados a nivel pontual. Esta abordagem tem sido
dificil de ser alcangada por causa do enorme nimero
de informagdes e cdlculos necessérios para examinar
paisagens inteiras. Mais recentemente, novas técnicas
baseadas na interag¢do entre modelos digitais de terreno
e modelos computacionais se tornaram disponiveis e
podem de grande ajuda na solucdo para tais
dificuldades técnicas (veja por ex. Goodchild et. alii.,
1993; Beven & Kirkby, 1993; Beven & Moore, 1993).

Modelagem em Bases Fisicas

Existe uma grande demanda para o
desenvolvimento de  procedimentos  objetivos,
baseados em processos fisicos, capazes de identificar,
por exemplo, dreas potenciais de riscos a erosdo em
zonas florestadas, agricolas, de pastagens e, em
especial, nas encostas desmatadas dos centros urbanos.
As préticas usadas atualmente variam
consideravelmente entre os profissionais e a qualidade
do mapeamento de dreas de risco depende quase que
inteiramente do individuo e da sua experiéncia e
intuigao.

Alguns procedimentos padronizados existem,
sendo talvez a USLE - Universal Soil Loss Equation
(Wischmeier & Smith, 1978) e seus derivados (veja
Peterson & Swan, 1979), o método mais amplamente
usado para estimar as taxas de erosd@o superficial
associadas a um determinado uso do solo. Esta
equacdo empirica foi originalmente desenvolvida a
partir de parcelas agricolas no meio oeste dos Estados
Unidos, onde o escoamento superficial durante chuvas
intensas € o mais importante fator da erosao daqueles
solos. Desde entdo, esta equagio tem sido aplicada a
diversas dreas ao redor do mundo as quais, em geral,
estao submetidas a processos erosivos e de escoameto
completamente diferentes.

Em muitas adreas do sudeste do Brasil, por
exemplo, a intensidade das chuvas € menor do que a
capacidade de infiltracdo dos solos e o escoamento
superficial do tipo Hortoniano (ver Dunne & Leopold,
1978), derivado de uma infiltragdo limitada, é muito
raro ou mesmo ausente. Nestes locais o escoamento
superficial e a erosdo associada estdo diretamente
relacionados ao fluxo subsuperficial e ao seu retorno a
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superficie onde, combinados com a nova precipitagio,
geram o fluxo superficial saturado (ver revisdo da
terminologia em Coelho Netto, 1995). Modelos
computacionais, tais como o CREAMS (Knisel, 1980),
que fazem a previsdo da erosao devido ao escoamento
superficial Hortoniano sdo, consequentemente,
inadequados para 0 uso nestas dreas. Portanto,
modelos matematicos com bases fisicas, que visem a
previsdo do escoamento € da erosdo associados aos
fluxos subsuperficiais em encostas naturais s&o
extremamente necessarios.

Embora tarefas como os mapeamentos basicos de
cunho geomorfolégico, geoldgico e pedolégico, as
coletas de amostras para a caracterizacdo das
propriedades fisicas, hidrdulicas e mecéanicas dos

solos, a instrumentacdio de campo para a
caracterizagdo da hidrologia de encostas em locais
chaves, o nmapeamento das cicatrizes dos

escorregamentos recentes, etc, ainda precisem ser
feitas através dos trabalhos de campo, os modelos
digitais de terreno representam uma nova € promissora
ferramenta na  investigagdo de  problemas
geomorfoldgicos ao nivel de bacia de drenagem e ao
nivel local.

Em muitos ambientes, ¢ em particular naqueles
onde o fluxo subsuperficial € o predominante, o
escoamento € a erosio resultantes sdao fortemente
controlados pela morfologia do terreno. Com
frequencia, locais com grande magnitude de
escoamento € com grande instabilidade superficial
ocorrem nas 4reas com a maior convergéncia
topografica (por ex. Fernandes et. alii, 1994,
Fernandes & Amaral, 1996, entre muitos outros).
Modelos digitais de elevacdo podem ser utilizados em
conjunto com modelos matemadticos especificos, com
bases fisicas, de cunho hidrolégico e erosivo. Tal
procedimento permite que os efeitos de hipdteses bem
especificas nos modelos de previsdo possam ser
testados ao longo de toda a bacia de drenagem. Estes
modelos podem também servir como guias para a
determinac@o dos parametros criticos que precisam ser
medidos no campo.

Portanto, acredita-se aqui que a combinagdo de
dados digitais de elevagdo com modelos hidrolégicos e
de erosdo poderd se transformar, em breve, em um
importante ferramental a ser utilizado no planejamento
do uso e ocupagdo dos solos.

Modelos Matematicos

De um modo geral, modelos sdo necessariamente
aproximagOes da realidade, uma vez que estes
representam a nossa visdao de como uma certa estrutura
(ou processo) pode, ou deve, funcionar. No entanto,
embora alguma simplificagdo seja sempre necessdria,




os modelos devem na sua base preservar as relagdes
mais significativas  observadas na realidade.
Consequentemente, todos os modelos sdo subjetivos
uma vez que € 0 modelador que faz a sele¢do de quais
informacdes serdo incorporadas ao seu modelo
particular.

Existe uma certa confusio na literatura geografica
a respeito da classificagdo de modelos. Chorley
(1967), por exemplo, divide os modelos em sistemas
andlogos naturais, sistemas gerais e sistemas fisicos,
dentro dos quais estariam os modelos matematicos.
Kirkby et. alii. (1987), por sua vez, considera que os
modelos quantitativos podem ser divididos em: a)
modelos de entrada/saida (black box), gerados a partir
de técnicas estatisticas; b) modelos baseados no
balango ou na conservagio de massa (ou energia); € ¢)
modelos deterministicos e estocdsticos. Enquanto os
modelos matemdaticos de cardter deterministico
baseiam-se em uma relagao tnica de causa e efeito, os
estocdsticos incluem pardmetros que refletem as
incertezas existentes em muitos sistemas naturais.
Muitos dos modelos matemiticos hoje existentes
resultam, em ultima andlise, de uma combinagio das
trés formas de abordagem descritas por Kirkby. A
escolha do tipo de modelo matemdtico a ser usado
dependerd, no entanto, dos objetivos a serem
alcangados, da natureza do sistema a ser modelado e
do nivel de compreensdo dos processos que operam
nesse sistema.
de

Etapas no Desenvolvimento Modelos

Matematicos Deterministicos

De um modo geral, o desenvolvimento de um
modelo matemadtico de cunho deterministico envolve,
pelo menos, quatro etapas bem distintas. Inicialmente,
deve-se identificar de forma detalhada as hipé6teses que
dao embasamento ao problema estudado.

Em um segundo estdgio, dé-se a substitui¢do do
problema fisico pelas varidveis matematicas associadas
resultando, geralmente, em um conjunto de equagdes
diferenciais parciais. Nesta etapa assume grande
importancia a caracterizagio da condi¢go inicial ¢ das
condi¢des de contorno do problema estudado. Embora
tais procedimentos sejam tradicionais nos estudos
envolvendo equagdes diferenciais, as adaptagGes
necessdrias quando da modelagem de processos
geomorfolégicos ndo sdo tarefas ficeis de serem
alcangadas com bom éxito. A condi¢do inicial, por
exemplo, raramente € bem conhecida nas situagdes
modeladas em geomorfologia. As condigdes de
contorno, por sua vez, sdo geralmente estimadas por
observacbes e experimentos de campo. Mais
recentemente, a disponibilidade de novos métodos de
datac@o, baseados principalmente na utilizagdo de
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isétopos cosmogénicos (19Be, 2°Al, entre outros), vem
resultando em um grande avan¢o no conhecimento
dessas condi¢des de contorno, representadas, em
muitos modelos usados em geomorfologia, por taxas
de erosdo, taxas de soerguimento, taxas de
sedimentagdo, taxas de incisdo, taxas de alteragdo,
entre outras (veja por ex., Pavich, 1989; Monaghan et.
alii., 1992; McKean et. alii., 1993).

De posse da equac@o diferencial que descreve o
processo a ser modelado e das condig¢Ges inicial e de
contorno, passa-se a terceira etapa no desenvolvimento
de modelos matemdticos deterministicos, a qual refere-
se & obtengdo da solugio do problema (veja por ex.,
Wilson & Kirkby, 1975; Dym, 1980). Em geral, esta
pode ser obtida tanto através de métodos analiticos,
associados ao Célculo cldssico, quanto através de
aproximagdes numéricas, destacando-se aqui o0s
métodos de Diferencas Finitas e de Elementos Finitos.
Solucdes analiticas sé se tornam possiveis em
problemas pouco complexos associados, em geral, a
estudos em apenas uma dimensio € em materiais
homogéneos e isotrépicos. A grande complexidade dos
processos geomorfol6gicos, a enorme heterogeneidade
dos materiais transportados, a crescente necessidade de
uma visdo tridimensional do problema modelado, a
disponibilidade de recursos computacionais cada vez
melhores t€ém, em conjunto, contribuido para uma
maior utiliza¢do de solu¢des numéricas.

Por ultimo, d4-se a interpretagdo dos resultados
obtidos a luz do conhecimento do problema
geomorfolégico modelado. Em geral, tende a ocorrer
aqui alguns excessos na interpretagdo associados,
normalmente, a uma extrapolagio da andlise dos
resultados além dos limites estabelecidos pelas
hip6teses assumidas. Muitos destes "abusos" resultam
do fato de que poucos sdo os modelos matematicos,
utilizados em geomorfologia, que podem ser testados e
validados com observagdes e experimentos de campo.
Aplicacoes da Modelagem Matematica em
Geomorfologia

Nas dltimas décadas observa-se um crescente
aumento da utilizacdo da modelagem matematica, em
suas mais diferentes formas, na Geomorfologia. Desde
o inicio da década de 60, muita atengio tem sido dada
a modelagem matemdtica da evolugdo de perfis de
encostas ao longo do tempo geoldgico, através de
varios processos geomorfoldgicos (por ex., Culling,
1960 e 1963; Hirano, 1968 e 1975; Kirkby, 1971;
Ahnert, 1976 e 1987a; Armstrong, 1980 e 1987;
Dunne, 1991; Fernandes, 1994 ¢ 1995; Fernandes &
Dietrich, in press). Muitos autores, por outro lado, tém
enfocado a modelagem da evolugido de encostas de
forma mais ampla, ou seja, em uma escala mais



regional (por ex., Ahnert, 1988; Koons, 1989; Gilchrist
et. alii.,, 1994). Ainda nesta linha, destacam-se os
estudos voltados para a modelagem matemdtica da
evolugé@o de redes drenagem, iniciados em 1972 pelo
classico trabalho de Smith & Bretherton (por ex.
Willgoose et. alii., 1991; Howard, 1994).

Uma outra linha de atuagdo concentra-se na
aplicagdo da modelagem matemdtica visando a datagdo
morfolégica de escarpas de falha, depdsitos de
morainas e terragos fluviais (por ex., Nash, 1980;
Hanks et. alii., 1984; Bursik, 1991). Vdrios trabalhos
modelaram também a taxa de produgdo de solos pela
alteragao das rochas (por ex., Pavich, 1989; Monaghan
et. alii., 1992; McKean et. alii., 1993) e a taxa de
agradacdo de fundos de vales pela sedimentagdo
fluvial (por ex., Wyrwoll, 1988).

Dentro do enfoque de cunho mais hidrolégico,
destacam-se os trabalhos voltados para a modelagem
matemdtica da dindmica hidrolégica das encostas (por
ex., Freeze, 1978), da localizagio das zonas de
saturacdo na paisagem (por ex., O'Loughlin, 1986;
Dietrich et. alii., 1993) e da geracio de movimentos de
massa (Montgomery & Dietrich, 1994; Brooks et. alii.
1995).

Consideragdes Finais

Com base na revisdo aqui apresentada, acredita-se
que a modelagem matemdtica possua uma grande
potencialidade de uso em Geomorfologia. Como
qualquer ferramenta, no entanto, esta possui também
uma série de limitagdes, as quais podem assumir maior
ou menor relevincia de acordo com o processo
geomorfolégico modelado. Dentre as principais
limitagdes associadas destacam-se as aproximagdes
necessariamente feitas no desenvolvimento de um
modelo; a falta de um total conhecimento dos
processos e materiais envolvidos; o fato de que
raramente conhece-se a condi¢do inicial; o pouco
conhecimento das condi¢des de contorno (taxas de
€rosao, incisdo, soerguimento, sedimentacdo, etc);
entre outras. Todas estas limitagGes, em geral,
assumem maior importidncia quando o objetivo do
modelo € o de reproduzir, com grande detalhe, os
processos geomorfolégicos de dreas especificas.

Acredita-se aqui que, em Geomorfologia, a
modelagem  matemética possua suas  maiores
potencialidades de uso no desenvolvimento de
conceitos; no teste de idéias e hipSteses; na modelagem
da evolugdo de 4reas onde a condigdo inicial €
conhecida (ex. terragos fluviais, escarpas de falha,
superficies  aplainadas, leques aluviais, cones
vulcnicos, etc.); na analise da importancia relativa dos
diversos  pardmetros envolvidos no problema
(sensitividade); entre outras. Como destacado

anteriormente, tais potencialidades ganharam um
enorme "empurrdo” devido & disponibilidade de novas
técnicas de datagio para materiais recentes (por ex.,
is6topos cosmogeénicos, tragos de fissdo, etc), as quais
propiciam um melhor conhecimento das condig¢es
inicial e de contorno dos problemas geomorfolégicos a
serem modelados.

De um modo geral, hd uma grande necessidade de
que amodelagem matemdtica se torne mais difundida
nos diversos campos da Geografia Fisica, ¢ em
especial na Geomorfologia.
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